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第 一 章 。” 紧 致 微分 流 形 上 和 常 微 分 方程 
系统 的 某 类 诸 态 备 经 性 质 * 


设 好" 为 一 紧 致 的 # 维 C= 型 Ricmann 流 形 ,nn 守 2。M* 
上 一 C! 型 常 微 系 统 是 指 M* 上 的 一 C! 型 切 疝 盟 场 。 这 常 微 
系统 导出 M* 上 一 单 参数 C 型 可 微 变换 群 , 从 而 导出 M” 的 切 
空间 从 上 一 单 参 数 变 换 群 ， 本 章 的 主要 目的 ;本质 上 ,是 探讨 这 后 
一 变换 群 的 若干 诸 态 备 经 性 质 ?。 

可 是 ,本 章 的 动机 当初 还 不 是 仅仅 从 这 一 个 (从 文献 看 来 闫 似 
是 新 的 ) 方 向 本 身 的 目的 而 来 的 ， 我 们 原 想 讨论 M” 上 的 结构 稳 
定 的 常 微 系统 。 这 一 种 系统 ， 它 的 基本 概念 在 1937 年 为 A. 
Andronoy 及 L. Pontrjagin 就 一 简 益 情况 下 提出 ,至 最 近 已 开始 
受到 注意 。 这 种 系统 的 意义 以 及 关于 它 的 最 近 研 究 概 况 可 以 在 
M， Peixoto [2 一文 的 序言 及 若干 按 语 (以 及 所 附 少数 参考 
文献 ) 中 清楚 地 看 出 ,我 们 不 打算 在 这 里 叙述 。 总 的 说 来 , 当 流 形 
村" 的 维 数 有 守 3 时 ,这 方面 目前 已 有 的 成 果 可 算是 其 人 少 的 。 

举 一 鲍 来 说 , 当 从 事 结构 稳定 狂 的 讨论 时 ,有 明显 地 ， 我 们 容易 
过 到 ; 是 否 可 以 经 过 微小 的 C!- 扰动 使 得 一 C1 型 常 微 系 统 的 一 
个 非 显 然 的 具有 点 回归 性 的 轨道 消失 而 成 为 一 周期 轨道 的 间 题 ， 
要 处 理 这 样 的 问题 ,我 们 不 可 能 完全 不 涉及 切 向 晤 在 单 参数 变换 
群 下 的 数量 变化 性质 ， 这 理由 说 起 来 是 简单 的 ， 正 好 象 当 我 们 讨 
仿 微 商 一 样 ， 但 前 面 一 类 型 的 问题 主要 是 大 范围 的 ， 可 能 有 一 部 


” 本 章 对 原文 中 的 定理 和 公式 的 序号 作 了 适当 的 变动 
t7)“ 诸 态 备 经 性 质 " 与 通常 所 说 的 * 遍 项 性 ”为 同义词 。 


分 是 拓扑 的 ， 也 有 一 部 分 是 统计 式 的 。 本 章 的 目的 即 在 就 这 统计 
式 的 一 部 分 提供 若干 基础 。 它 在 结构 稳定 系统 的 讨论 方面 的 应 用 
等 等 将 出 现在 以 后 的 章节 及 文章 中 。 

在 本 章 $4 中 ， 我 们 对 于 M? 上 一 个 厅 包 含 奇 点 且 对 所 给 单 
参数 变换 群 来 说 不 变 的 非 空 的 闭 子 集 下 ， 联 系 了 一 整数 K 信 (FF)， 
叫 作 五 的 格 数 。 它 的 几何 意义 , 当 关 一 3 时 ,多 看 出 是 M* 上 在 一 
点 处 某 些 一 对 的 切 向 量 所 决定 的 两 个 方向 在 所 给 变换 群 中 的 变换 
下 的 某 类 渐 近 性 质 的 估计 。 对 于 一 般 w > 3， 这 也 可 以 有 类 做 的 
解释 ， $3 及 $6 中 包含 了 某 些 切 向 量 在 所 给 变换 群 中 的 变换 下 长 
度 变 化 的 估计 。 这 类 结果 大 部 分 是 用 函数 沿 执 道 取 积分 的 时 间 中 
值 的 上 极限 表达 出 来 的 。 在 $7 中 ， 我 们 对 于 格 数 退 化 的 3 维 Cl 
常 徽 系 统 给 出 较 多 的 讨论 。 在 这 一 简短 的 序言 中 ， 欲 进一步 较 确 
著 地 斤 述 这 类 结果 , 即 令 是 扼要 地 叙述 ,将 仍 会 显得 过 长 ， 

我 们 工作 的 主要 工具 是 Kryloff-Bogoliouboff 诸 态 备 经 理论 ， 
这 方面 的 情况 见 [1， 第 六 章 ，4$9] ， 这 是 一 个 关于 紧 致 度量 空 
间 及 其 上 一 单 参数 变换 群 所 构成 的 动力 体系 的 一 般 理 论 ， 本 章 本 
质 上 涉及 的 是 M” 上 的 煞 空 间 从 上 的 一 单 参 数 变 换 群 .这 从 空间 
自然 不 是 紧 致 的 ;这 些 变换 具有 性质 ， 即 它们 把 M” 上 一 些 点 处 
的 切 空间 彼此 间 线 性 册 变 换 。 可 以 说 ， 本 章 大 部 分 结果 的 导出 也 
都 依赖 这 一 个 简单 性 质 。 


$ 1 某 些 在 标 架 从 上 的 单 参数 变换 群 


本 章 中 普遍 以 M* 表 一 紧 致 区 4 维 C” 型 微分 流 形 , 它 是 可 
度量 的 且 其 维 数 # 之 2。 任 取 定 M* 上 一 C” 型 Riemann 度 
量 3。 我 们 先 叙 述 几 个 以 后 常用 到 鸭 记 号 。M” 上 任 一 点 处 的 切 
向 量 # 及 v 的 内 积 将 记 作 x*，v，w 的 长 度 记 作 lz， 即 il = 


1) 桩 章 的 讨论 由? 普 迹 岂 定 下 "上 有 一 给 定 的 C“ 型 Riemann 度量 ( 即 在 M* 上 
给 定 一 正定 对 称 的 5” 型 可 微 共 变 2 阶 张 量 场 ? 它 定义 一 Riemann 度量 ); 在 
$8 末 我 们 给 出 要 点 ， 它 实际 上 可 以 用 米 说 明王 文 某 些 主要 结论 与 ”好 ”上 的 
(C0C™ 型 ) Riemann 度 区 的 造 康 无关， 
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[xz ， zx) 二 《都 是 对 所 给 的 Riemann 度量 而 言 )。 我 们 将 以 多 表 
M* 的 切 空间 从 ,以 o: 儿 一 M"” 表 它 的 投射 。 设 1 委 5 和 2。 命 
Bi 为 MM? 的 通常 的 一 标 架 从 ,以 pr: 人 8 1 一 M” 为 投射 这 从 
在 ze M* 处 的 纤维 pile 由 M* 一 切 的 在 * 处 的 i- 标 架 ( 即 ， 
有 顺序 的 有 线性 无 关 的 切 向 量 组 《要 9))》 所 作成 。 一 天 
标 架 a 一 《at 2 册 作 正 交 的 ,如 果 wi;*wi 一 上 0 对 
一 切 1 和 i < 之 j 志 1。 容易 看 出 ,一切 如 此 的 正 交 大 标 架 构成 
人 Ui 的 一 子 从 多 ，;， 其 投射 将 记 作 2， 即 
qr™— pl i 

关于 从 的 定义 及 它 的 拓扑 ,我 们 参考 3 ,3§2, 3, 6]。 这里， 从 空 
间 名 , UU , 及 泡 | 剖 是 可 度量 的 ， 

我 们 将 考虑 M* 上 一 C! 型 常 微 系 统 5, 这 即 是 : 对 M ”在 
其 上 每 一 点 * 处 联系 了 一 个 切身 量 5(x)， 对 一 切 x€ M" 的 这 些 
Sx) 作成 M” 上 一 C! 型 可 微 的 切 向 量 场 $， 因 M" 是 紧 致 且 
可 度量 的 , $ 产生 M” 上 一 单 参数 C! 型 可 微 变 换 群 8 一品 < 
i < co)。 我 们 申述 一 下 ,这 里 所 谓 变 换 群 是 C! 型 可 微 的 是 指 由 
式 子 由 (zs1 一 $,(x) 定义 的 映射 $: M" X (一 0, 00) 一 MM* 
是 一 C! 型 可 微 的 映射 。 若 以 e(x, 1:) 表 微 分 流 形 M"* x (一 0%， 
co) 在 点 (x, +) 处 沿 主轴 正方 向 的 单位 切 向 量 , 则 由 的 微分 dp 
将 e(xsz)》 映射 至 SC 由 ex7)， 

对 每 一 一 co< 之 9、 是 M” 上 一 C0! 型 可 微 映射 , 故 
4， 的 微分 dp, 将 寻 ” 在 其 上 任 一 点 * 处 的 切 空 间 线 性 变换 至 
M* 在 $.Cx) 外 的 切 空 他 上 ， 由 是 易 验 证 由 自然 地 给 出 一 拓 
四 映射 

DEC 
使 得 对 任 一 #€ 儿 ，@,(w) 一 dbp(wx)。 我们 说 8 一 co<:< co) 
构成 多 上 一 单 参 数 变 换 群 。 事实 上 ， % 是 儿 上 的 异同 映射 ， 
因 由 一 故 28 一 2 因 $b:M” X (—%,0)— Mr" 
是 一 C! 型 可 向 映射 , 故 由 式 子 BCw,?) 一 Bi(w) 确定 一 (连续 的 ) 
上 映射 @: 多 X (一 2,0) 一 多。 这 证 朋 汤 语 ， 显 然 , 映射 的 交换 


vs 3 。 


性 
$I 一 oPB,, —O Lt 

成 立 。 

常 微 系统 5 在 名 上 的 单 参数 变换 群 @( 一 co < < oo) 下 
是 不 变 的 ,换言之 , 即 对 任意 的 x*E M* 及 一 < < %， 

DAS)) = SC Plr)). C1.1) 

事实 上 ， 中 中 (zy 5) 一 由 Kx) 一 p(B), s) (对 一 切 

《一 00 之 ;之 00)), 故 
diKSCx) ) = dbldple(xs0))) — dpip er,0)) 

= dblel$ lr) ,0)) = SCpopilx)) — SCPlx)). 

一 般 地 , 设 1 委 ! 委 mw。 我 们 可 类 似 地 验证 ,对 每 一 一 co 到 zf 去 
oo ， 有 拓扑 映射 

8 

使 得 对 任 一 一 标 架 上 一 (zt M1) ESr D(a)=(dp (nu1), 
dp (i), db)); 并 是 出 (一 oo 二!1 忆 0) 构成 2 上 一 单 
参数 变换 群 

为 了 以 下 的 方便 ,对 任 一 1- 标 架 a 一 (xxz 0)E B21 及 
任 一 在 实数 域 上 的 非 奇 异 的 1 阶 方 阵 4 一 (ai;)， 我 们 将 简单 地 
用 矩阵 记号 sc 4 表示 !- 标 架 

(> iM 9 > GizHis***» > oo 


既然 微分 dp, 将 M"” 在 其 上 任 一 点 * 处 的 奢 空间 线性 变换 
至 MM" 在 ii 人 xz) 处 的 切 空间 上 , 据 @, 的 定义 ,下 面 (1.2) 成 立 ， 
设 = 为 一 1- 标 架 € 人 U1, 4 为 一 在 实数 域 上 非 奇异 的 1 阶 方 
阵 , 则 
Da: A)— Pla): 4, (1.2) 
本 节余 下 部 分 中 , 我 们 将 从 伯 : 上 的 单 参 数 变换 和 群 
gif 一 之 + 之 00) 出 发 以 一 定 方式 确定 正 交 标 架 从 入 1 上 一 
单 参数 变换 群 X( 一 0% < < 00),1 志 1 所 nn。 对 任 一 cE 人 ，， 
命 T(a) 为 具有 下 述 性 质 GG) 及 Gi) 的 (在 实数 域 上 的 )! 阶 三 
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角 式 的 方 阵 , 即 

(i) T(rm) 的 对 角 线 元 素 都 是 1, 对 角 线 下 面 的 元 素 都 是 0， 

(ii) as，T(a)》 是 正 交 的 二 标 架 . 
这 样 Tc) 的 存在 易 从 通常 的 Gram-Schmidt 正 交 化 手续 得 出 ; 
出 是 T(r) 一 若 ge 人 U1， 并 且 若 一 (十 1)- 标 架 “一 (wo 
za > Wi+1) 中 的 1- 标 贺 已 经 是 正 交 的 , 则 有 

| Hit" 
UE 

一 8I+L” 2 


lf:? 


Tu) = I (1.3) 


Mr" Hs 
EA 


1 
| 
I 
1 
1 
! 
| 
上 
1 
【 
上 
| 
1 
1 
1 
1 
1 
] 
1 


ee 


其 中 1 表 i 阶 单位 方 了 泗 。 从 这 些 并 对 i! 取 归 纳 法 可 看 出 ，T《e) 
由 是 x， Tc) 都 是 由 a 唯一 地 确定 的 。 进一步 易 验 证 由 式 子 
r(a) 一 aaa6ci， 给 出 一 (连续 的 ) 映 射 
ri -> 5 玉 | 二 < 雪 困 
为 了 将 来 的 方便 ,我 们 于 此 顺便 担 述 下 看 的 《1.4)。 
设 e Wm) ED a Ta) = nH 
Ww)€ 多， 则 
al let R= 1, 2 (1.4) 
事实 上 ,我 们 用 (1.3) 并 对 i 取 归 纳 法 直接 计算 得 
Hk HE SS MR Mk, 
设 4 为 一 在 实数 城 上 的 工 阶 三 角 式 的 方 阵 ， 其 对 角 线 元 素 都 
是 1， 对 甫 线 下 面 的 元 素 都 是 《1 专 1 所 ww)， 则 对 任 一 三 标 架 
cE 21, 恒 有 
Ffay 一 4TKa，4)， (1.5) 
事实 上 ， aA Te4) 一 nz， AT(uA), 于 是 ， 据 假设 ， 易 风 
AT(aA》 是 一 个 三 角 式 的 方 阵 ， 它 对 布 言 ,其 有 前 述 性 质 〈i)。 


* 5 。 


{ii), 但 FTCc) 由 a 唯一 地 确定 ,如 所 和 欲 证 。 
现在 ,对 任 一 一 co<z < oo ， 命 
Xi 
为 由 入 (ea) 一 ga) 定义 的 映射 ,我 们 说 交换 性 在 图 表 


FF 


| 是 |- 
WU 2, 
中 成 立 ， 事 实 上 ,对 任 一 a € 人 2 ，， 
Lrla) aD Bre) T(r Ce))) 
= bla Tlo))* TDCa* Te))) 
一 [gec)。 TCe)l* TCOBle) Ta))  [ 据 (1.2)] 
= Ba): [Ta)T(D Ca) Tla))] 
一 Qi(a) TPG)) 一 aB,l0), [ 据 (1.5)1 
我 们 说 X( 一 0 < < co) 构成 多 ， 上 一 单 参数 变换 群 。 事 实 
上 ， 妆 上 一 0 时 ，@%: 人 1 一 2, 是 恒 同 映射 且 对 于 ce 多， 
r(a)mavTa) 而 了 (oo 一 1 故 为 :多 :一 多 :是 便 同 肌 
射 。 其 次 ,对 任 一 ee 多 !， 据 上 面 图 琢 的 交换 性 有 XXX(c7 力 一 
XKzg(a)) 一 sOAD a)) zDD(0) = hr 次 ， 由 式 子 
X(a,1) 于 (4),，a€ 名 1， 定义 一 (连续 的 ) 映 射 X: 下 1X( 一 00， 
oo) 一 多 |。 这 是 因为 ， Xla, 让 一 xBlr, 人) 其 中 8 是 由 
PC85,7) 一 (8),8 EU ,定义 的 上 映射; Bl X (一 9 ,00) 人 V1 
这 证 明 断 语 。 
这 样 ,在 多 : 上 就 定义 了 单 参数 变换 群 X( 一 0 < 一 co)， 
设 cm 人 ws 1) 及 a 一 《razisyyratas ** rit ) 均 为 正 
交 的 开标 架 € 多 :其 中 ri1, 71， ,ri 均 为 所 0 的 实数 。 设 对 
任 给 的 一 一 co<f < oo, XCe) 一 《op v2 V1)， 则 
Xe) 一 《ritayyagas 12T)。 (1.6) 
事实 上 , 设 由 (ac) 一 (ws ws Ww) E21， 则 


"6 


Ga 7) rw 12039 *, FiHW1)e 


若 了 CokeD)) 一 (aw)， 直 接 验算 就 看 出 


1 也 cn 3 oa. . 到 err 

71 ri r) 
0 1 Ca ig, 

， | r2 

Trl,Ca )) 

0 0 1 ri Ga 

73 

0 0 0 1 


而 
Ba) TEBED)) = rigs rp ,D1), 
《1.6) 证 完 。 
任 给 1 委 了 < 委 ! < 委 2。 命 
i Wy 
为 由 ss) = (ts ts 给 出 的 映射 ;部 分 映射 
小 1 也 将 简 记 作 :。 显 然 , 区 2 一 Ur) 一 1, 又 
命 
0:2 > CE 
为 由 的 ts 4) 一 本 给 出 的 映射 ,部 分 映射 861| 久 ,也 将 
简 记 作 929、 交换 性 在 图 表 


Fg srAM" Go 本 azijd” ge 
i Fr I CG 全 安 攻 Fr (1.7) 
OY /st 
FP t 8 一 -一 > 
Fi 多 


中 成 立 。 事 实 上 ,对 任 一 a& 1!， 从 前 述 关 于 rla) 的 性 质 《 刘 
及 (ii) 易 见 TC(a) 的 左上 和 角 下 阶 子 方 阵 恰 是 TCiw))， 据 这 性 
质 及 % 的 定义 易 证 cs 一 X:， 这 里 第 二 图 表 中 的 方形 及 三 角形 
中 交换 性 成 立 是 明显 的 。 


$ 2. 共 变 微 商 , 函数 wiCa) 


设 1 为 沿 系统 3 一 积分 线 C 的 切 于 M* 的 向 量 场 , 这 阁 思 是 

说 ,一 映射 4.( 一 00,00) 一 多 使 得 对 一 切 一 co<z: < co， 恒 有 
ol 一 $CaX(0)) eC。 如 通常 ，4 沿 C 在 其 上 各 点 处 的 共 变 
微 商 ( 简 记 作 ) Vit)， 假 定 存 在 且 对 : 连续 , 则 仍 将 给 出 沿 C 切 
于 M* 的 一 向 量 场 y1。 但 此 处 这 些 名 词 的 用 法 与 一 般 常见 情形 
也 许 仍 微 有 不 同 ? ,为 了 清楚 ,我们 明确 解释 这 共 变 微 商 V4(z) 的 
意义 如 下 . 当 任 取 M” 在 一 点 x 一 $1r(o1(0)) eC 的 一 邻 域内 
的 一 局 部 坐标 系 zz …。x* 时 ，3 局 部 地 可 表 成 某 一 + 维 常 
微分 方程 组 

dx; 

Be Ss ta 0) f= 1,2,..., #7, (2.1) 
于 是 , C 在 * 处 局 部 地 , 即 对 于 一 切 ze 某 一 区 闻 (4,5), 可 表 
成 这 方程 组 的 一 个 当 + 一 + 时 取 值 s, 世 ,……,* 的 解 x 二 x,(1， 
4 可 表 成 (4102)， 
Xz),…… ,4s《z))。 于 是 ,在 任 一 o 一: 一 处, 共 变 微 商 了 4 在 这 
坐标 系 下 的 2 个 分 量 顺 次 按 


dl - {2} dre dl < [1 
一 和 十 A :< (2.2) 


取 值 ,其 中 层 ] 是 Christoffel 记号 ，M" 的 这 切 向 量 va) 与 


这 局 部 坐标 系 的 取 法 无 干 一 事实 的 验证 法 如 常 ,可 以 略 去 ， 

若 九 亦 为 一 个 没 C 切 于 M” 的 向 量 场 使 得 op) = o4(1)， 
又 著 h(t) 为 (一 co ，co) 上 一 连续 的 实 了 落 数 ， 则 可 考虑 实 函数 
(3 一 120 MD 及 分 别 由 式 子 (到 )CpD 一 六 DMKD。 
十 42) 一 40) 十 XG) 定义 的 沙 & 切 于 M” 的 向 量 场 


1) 例如 ， 与 道 常 考虑 的 情况 丫 不 相同 ， 消 的 切 向 里 Xr) 对 于 M" 中 的 点 
0X(+)》 来 说 不 一 定 是 单 值 的 ( 当 C 是 奇 点 或 周期 解 时 ,可 能 有 这 情 克 发 生 ]; 又 
即 令 A(t) 对 于 M" 中 的 点 XK1) 来 说 是 单 值 的 ,也 不 一 定 是 连 滨 的 . 


*»* $b. 


84s4 十 。 于 此 ,我 们 提 述 一 下 几 个 有 用 的 公式 ,部 
VCh4) 二 hy1 二 2 2， VA+1) = Vit+Vv (2.3) 


《此 处 ,假定 YX《b 对 一 切 上 恒 存 在 , 4 对 一 切 : 有 微 商 )， 


df/ dr 4) EN pe 
dt 2 dt Vs Ce 


2 一 一 《2 十 2 有 一 有一 和 2， 


Ee 
4 
4° V1 十 1 * Vi, (2.5) 


以 下 ,我 们 讨论 两 个 特别 情况 。 
ID) 设 1 为 沿 3 的 一 积分 线 切 于 M” 的 向 量 场 使 得 对 一 
一 co<it <co 和 框 有 XC 二 B72(0)) (这 里 @B( 一 0 < 之 oo) 
是 多 上 的 单 参 数 变换 群 , 见 前 下 ). 这 是 沿 一 条 过 o(4(0)) 
M” 的 积分 线 的 向 量 场 , 它 也 将 记 作 1e， 其 中 w 一 交 0).( 豆 然 ， 
对 一 任 给 的 #€ 多 。 只 有 唯一 如 此 的 向 量 场 4 使 1.(0) 一 2.) 
到 M? 在 x 一 gw《olw)) 处 的 一 局 部 坐标 系 并 考虑 常 微 系统 (2.1) 
及 CD, takt Mn 等 如 前 。 因 系统 5 原 假 定 是 C: 型 的 ， 
Si 具有 一 阶 的 连续 偏 微 商 
日 9; 
Oxi 
取 ri 一 xi(fs ti X29""*， Xs)) 对 原始 值 x xz x” 沿 向 
量 二 C00), 4z(D,… ,41a《 丰 )》 的 微 商 , 则 有 


ari;| 
区 一 < | 。 
t 人 9 BZW 


,1,1 = 1,2, 本 (2.6) 


改 据 局 知 前 事实 ， 4 适 适合 方程 组 


dl Os5; EA 
te i ced | 4, 1 一 1,2 ,1 2.7 
i Ba A Or; i 9 好 《 ) 


这 结合 (2.2) 给 出 Var 或 V4wt!') 的 存在 。 
对 任 给 的 zx6E 委 太一 co< 上 <co， 记 


Dw,t) 一 vA), 
我 们 说 

了 是 一 (连续 的 ) 映 射 ; 儿 X (一 cvco) 一 安 ， (2.8) 

事实 上 , 因 pp( 一 00 < 之 ?之 00) 及 硬 ( 一 0 过 1 < oo) 分 别 
是 M* 及 久 上 的 单 参数 变换 群 且 o@, 一 $0 对 一 切 一 co 过 
z 之 00 成 立 ， 这 论断 易 从 《2.2), (2.7) 及 偏 徽 商 《2.6) 的 连续 性 
推出 . 

让) 设 1 和 训 E1 志 p。 命 

G:C 
为 由 OCus Has * ~ * 9 U1) mi 给 出 的 自然 隐 射 。 《 当 = 1 时 ， 9, 
即 为 6: ,~ 客 ， 见 前 节 末 .) 对 任 给 的 一 正 交 六 标 架 c 一 《wi， 
us tl1E 多， 命 
holt) 一 Bi(ac)， 一 co < 00, 
车 以 C。 表 系统 5 过 g(a)e M" 的 积分 线 , 则 1 是 沿 CE。 切 于 
M” 的 一 向 量 场 。 

我 们 说 Vhsx 在 任 一 一 2 <: < co 处 都 存在 。 事 实 上 ,由 
式 子 let) 一 BLwi) 给 出 一 个 前 面 (1) 中 所 考虑 的 沿 CE。 的 向 
量 场 154。 当 旬 二 1 时 , 因 X《a) 一 BLw1)， 据 《1 了) 中 所 述 , 这 
斯 语 成 立 。 归 纳 地 , 设 对 i 一 1, 2,*-*, 记 这 断 语 已 都 成 立 , 其 中 
< 之 1， 则 从 


t 
hts ”has 
人 沁 Fe ju (2.9) 

{=] oi 


《看 X 的 定义 及 《1.37)) 及 (2.3) 一 (2.5)， 易 见 这 断 语 对 大 十 1 亦 
成 立 。 

对 任 给 的 a€ 多 ,及 一 co < 过 1 之 00， 记 

BtKast 一 VioktCz)， 天 一 [，2， 1 

我 们 说 

Ei (一 1,2,，…,1)， 都 是 (连续 的 ) 上 映射: 

FR) X《 一 co0) 一 多 (2.10) 
事实 上 ; 因 B91 一 9X.F 1->， 故 
e 0 * 


ECe,7) DlOCa), z)， 
由 是 据 (2.8) E, 是 连续 的 , 当 工 迄 大 < 上 时， 用 (2.3) 一 《2.57 直 
接 计 算式 子 (2.9) 中 两 端的 共 变 微 商 V4。,t4(z)》 等, 即 得 


外 
Eile, 1) 二 DC9HKa)， 0) 一 >) [a;E;(a, BEARAGHE 


其 中 
a = CSEM RAC 
hoa) | 
d /Awkte ” hai 
hm 
DOinle)" E ay tt) + OX DOr), :) 
TR 
2[ B00) " OX (oe) ION Cx)" Ee, 1)] 
azo 
这 些 结合 《2.8) 并 对 * 取 归纳 法 易 完 成 (2.10) 的 证 明 . 
对 任 一 6 多 ,， 我 们 将 考虑 《一 ca,oo) 上 的 实 函数 
Gori) 一 OX (oN 一 1 2 1 Ot, 
因 xie) 是 开标 架 , 向 基 Be) 关 0， 故 
tetl?) 全 盖 0， 
又 因 XX( 一 2 二 5< co) 是 多 ;上 的 单 参数 变换 群 ， 这 些 显 然 
都 是 《一 coyco) 上 的 连续 函数 . 
冰 数 “kr)》 都 是 对 + 连续 可 微 和 的 。 事实 上 , 据 (2.4) 等 ， 有 
ds |- UAC VD OXl0)" Erlo, 1) 
BE Vs lo 
据 (2.10) 等 ,这 是 对 : 的 连续 栅 数 。 
我 们 将 邯 沪 多 ， 上 的 函数 


bd 


, 《2.11) 


do 
aoc 一 -| 一 1 2 


f 
命题 21 wilc) (大 一 1,2,……, 1 都 是 祈 ， 上 的 连续 还 
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数 且 具有 下 述 性 质 〈is) 及 (ii*)， 即 
(i*) 对 任意 的 ce 多 :及 一 % <”<co， 恒 有 
< 
me) 一 al 
(ii?》 对 任意 的 ec 二 《yw2p 8) 及 车 rsf “， 
zi8pmEe .多 以 其 中 诸 r; 均 为 拓 0 的 实数 ), 恒 有 
corCe') = [re CBACSR 
证 事实 上 ,在 (2.11) 中 置 1 一 0， 有 
Gre) Exlas0). : 
8.Ce)l 
据 (2.10) 等 ,这 是 对 ae .多 ， 的 连续 函数 。 其 次 , 欲 证 (ic》 有 
Gxt) 一 OXAXA oN = tol 十 二 )。 


wilo) at 


故 
dt 十 所) dt(t) 
oCX ea)) = | 一 人 
末了 ,着 a 及 ea’ 如 (ii*) 中 所 给 , 则 据 (1.6), 对 任 一 一 2 所 :一 
oo 伍 有 
GX) 一 ridiX ne), 
由 是 
st) 一 | ral), 
这 药 涵 wiCoa) 二 |r;| wxKr)， 命 题 证 完 ， 
设 1I 委 了 < 天 去， 所 前 所 述 ,对 任 一 ce 多 :以 及 在 多: 
上 我 们 定义 了 函数 kt( 及 mt)， 同 样 地 ， 对 任 一 re 多 。 
及 在 多 。 上 我 们 也 可 以 定义 一 组 类 似 的 范 数 。 据 图 表 (1.7) 中 
一 方形 的 交换 性 及 这 些 函 数 的 定义 , 易 砚 它们 具有 下 述 关 系 , 即 对 
任意 的 a€ 多 ,及 一 co 一 上 < oo， 
CD) = Cun), lL RE 
从 而 
wo) 一 wlela)), 1 ERET, 
这 “是 家 然 映 射 : 多 ,一 多"， 给 出 如 同 前 节 未 ， 


» |2 。 


§ 3. 函数 log Cat (2) 


前 面 提 过 ,对 任 一 a€ 礼 , 实 隔 数 5 入 宝 M1 有 和 站， 
我 们 将 由 是 考虑 对 数 函 数 log gekKD。 本 节 中 ， 我 们 将 建立 类 如 
下 面 的 事实 ， 即 若是 M” 中 非 空 的 闭 于 集 在 单 参 数 变 换 群 
$A 一 0 < < co) 下 不 变 ， 则 在 某 些 点 EF 处 有 正 交 的 小 标 
架 ec， 使 得 对 一 蕊 趟 1 所 大 委 站 ， 下 面 两 个 极限 存在 卫 相 等 : 


lim 1 log tualt) = lim 二 lim log $b:), 
tm 了 >—m 


《在 后 面 $8 中 较 易 爱 出 函数 5&4Ctr) 所 具有 的 较 特 别 的 意义 .) 

为 着 方便 ,我 们 先 提 述 诸 态 备 经 理论 中 将 票 在 这 里 用 到 的 几 
件 事实 。 给 定 一 非 空 的 紧 歼 及 可 度量 的 空间 天上 一 单 参数 变换 
群 ,或 者 说 ,一 动力 体系 pp《 一 00 < 之 + 过 00)， 记 A(X) 及 Q(X) 
闫 集合 ， 必 们 分 别 由 X 上 一 切 不 变 的 正规 测度 & 及 一 切 连 续 实 也 
数 j(x》 组 成 (这 里 ,正规 名 wx(X) 一 1; 不 变 拓 对 瑟 的 任 一 
Borel 子 集 中 及 任 一 一 % < 之 1 之 00， p(B)= p(yp(B))), 
一 gg € ACX) 叫 作 可 通 的 ， 如 果 对 不 中 任 一 不 变 的 -可 测 子 集 
《这 里 ,不 变 令 对 任 一 一 % 过 1 之 00, p(X 一 天)， 了 和) 人 
0 芥 涵 x(X 一 ) 一 0。 一 点 ce X 叫 作 准 正则 的 ,如 果 对 任 一 
f(x) € GCCX)》， 极 限 


Lh 一 ji 十 | Ke))4 (3.D) 


存在 。 照 著名 的 Kryloff-Bogoliouboff 理论 中 一 些 结果 来 说 《 例 

各, 见 [1， 第 六 章 1), 我 们 有 : (i) ACX》 非 空 ; 《ii 若 <e X 是 

准 正则 点 , 则 有 唯一 的 we A(X) 使 得 对 一 切 KKz)e Q(X)， 
Lf 一 | fdps 

Giii) 若 2 为 一 集合 , 由 一 切 具 有 可 通 的 pe。 的 准 正则 点 “ 组 成 ， 

则 是 X 中 的 不 变 子 集 ， 且 对 任 一 ae ACX)，9 是 p- 可 袜 的 

且 wm(9) ~ 1; 并且, (iv) 车 pe A(X) 是 可 通 的 , 且 8。 为 


»* 13. 


切合 pc 一 gp 的 点 < € 8 组 成 的 集合 ， 则 98。 是 XX 中 的 不 变 及 
A- 可 测 子 集 旦 pe) 一 1， 

对 于 我 们 的 目的 来 说 ,我 们 将 不 仅 如 同一 般 讨论 的 情形 一 样 ， 
要 断定 对 于 某 些 ce X,《3.1) 中 的 ( 正 向 ) 极 限 的 存在 ;同时 还 须 
要 考虑 对 于 这 些 同 样 的 ¢ 以 及 任 一 f(x)€ 8,《 负 向 ) 极 限 


-he) 一 lim | Kpike))as 
—\i» i pr 


是 否 也 存在 的 问题 。 明 确 地 说 ,我 们 需要 这 样 一 个 论断 , 即 
任 给 一 可 通 的 pe ACX)。 命 P。 为 XX 中 一 切 具有 下 述 姓 质 
的 点 。 作成 的 集合 ， 即 对 任 一 f(x) & QCX), LCj,c) 及 工 -(fe) 
部 存在 且 
Lp) Lf = | far, 


则 了 ,是 了 中 的 不 变 及 -可 测 子 集 且 
nl(P)= 1, (3.2) 
事实 上 ， 若 命 p: 一 p_-， 勇 见 pi: 一 0 < 之 1 过 oo) 也 构成 
X 上 一 单 参数 变换 群 , 昌 对 它 来 说 ，& 也 是 一 可 通 的 不 变 正规 测 
度 ;并 且 , 对 任意 的 ce XX 及 f(x) € Q(X) 有 等 式 


EC) 一 lim 4 | pike))ar, 


假如 这 里 两 端的 极限 有 一 端 存在 ， 命 8 为 一 切 具 有 下 述 性 质 的 
点 5€ 和 作成 的 集合 , 即 对 任 一 ix) € QCX)， 


-fce) 存在 且 一 | fdp. 


于 是 ,应 用 前 面 引 述 的 结果 到 变换 群 pi( 一 2 < 上 < co) 上 ， 即 
得 &. 是 g- 可 测 的 且 pCQ%) 一 1. 这 结合 & 的 可 通 恬 的 假设 
以 及 前 面 关于 8。 的 性 质 给 出 8 由 9% 是 xz- 可 测 集合 且 具 有 
z- 测 度 1。 但 8 站 806CP,。 故 (3.2) 成 立 ， 

现在 ,我 们 仍 回 到 从 .多 : 及 其 上 的 单 参数 变换 群 太一 oo 芭 
f 之 oo0)。 一 正 交 的 开标 架 一 (oa pa my at 罗 i 串 作 正 规 
的 ;如果 |# 相 一 1 以 一 1,2,"…, 1)， 容易 看 出 ,在 对 ”上 各 
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点 处 一 切 的 正规 标 架构 成 多 的 一 子 从 名 了 了， 其 投射 将 记 作 
9 ， 即 

gq} > CAR 
我 们 注意 到 : 由 于 M" 是 紧 致 的 ,从 空间 ,多 ? 是 紧 致 的 。 又 因 
具 空 间 扩 1 是 可 度量 的 ，F 也 是 可 度量 的 。 

我 们 将 在 多 上 定义 一 单 参 数 变换 群 Xf( 一 00 < < co) 

如 下 。 命 

9: FFF 


9(a) 一 (2 9:9) ,..., io) 
I9.Co)) ee eCayl 


给 出 的 映射 。 对 每 一 一 吕 <<! 二 0, 命 村 为 肌 身 
XX FF FH, 
据 (1.6) 易 见 交换 性 在 图 表 


为 由 


中 成 立 。 我 们 说 (一 0 之 1 之 co) 构成 久 ?} 上 一 单 参 数 变 
换 群 ， 事实 上 ， 当 1 一 0 时 ， 籽 显然 是 .多 # 上 的 恒 同 映射 。 
其 次 , 对 任 一 ce BX4X#(0) 一 XH9X Ca) = 9X0) 一 
9Xerkr) 一 Xa)。 再 次 ， 由 式 子 XH) 一 x#(a) 给 出 ( 连 
续 的 ) 映 射 。 .多 # X《 一 c，co) 一 多 六， 这 是 因为 ， 若 命 X; 

沉 本 X (一 oo,co) 一 .多 :为 由 式 子 X01) 一 (0) 给 出 的 映 
射 , 则 入 一 9X。 这 证 明 断 语 . 

从 六 的 定义 , 易 见 交 换 性 在 图 故 


s» ls < 


中 成 立 。 由 是 ， 若 只 是 M” 中 对 %f( 一 oo 之 + 之 oo) 来 说 不 变 
的 闭 子 集 , 则 《qfF2 FF) 是 . 宏 中 对 类 (一 00 < < co) 来 说 
不 变 的 闭 子 案 。 又 因 字 及 1"” 部 是 紧 致 及 可 度 基 的 空间 ， 吻 
见 若 了 是 多 # 中 对 共 ( 一 00 < 上 < co) 来 说 不 变 的 闭 子 集 , 风 
98CV)》 也 是 M” 中 对 9 一 oo < 上 < co) 来 说 不 变 的 闭 子 集 ， 
只 (一 0 之 1 < o) 限制 在 多 中 一 不 变 的 非 空 的 闭 子 集 下 
上 自然 地 给 出 了 上 一 单 参数 变换 群 ， 它 仍 将 记 作 从 (一 去 芭 < 
co )。 这 时 了 是 紧 致 及 可 度量 的 , 故 了 上 有 在 站 ( 一 00 < 过 oo) 
下 不 变 及 可 通 的 正规 测 庶 。 

我 们 仍 将 考虑 对 于 一 ee 多 :的 臣 数 S21l 所 站 
若 ce .多 #， 显 然 $00) 一 9xka 首 一 1。 于 此 ， 我 们 顺便 提 述 
下 面 一 个 有 用 的 等 式 , 即 
Coil 十?) 提 
本 » GE Fi. (3.3) 
这 等 式 的 证 明 易 从 xscwxl?) 一 ]96KXCc)) 及 (1.6) 等 得 出 ， 
我 们 也 将 考虑 前 节 引 人 的 .多 : 上 的 连续 防 数 ok(c). 

定理 3.1 设 了 是 .多 # 中 对 XH 一 00 < < co) 来 说 不 变 
的 非 空 的 闭 子 集 。 命 是 V 上 一 个 在 煤 ( 一 00 < 之 : < co) 下 不 变 
及 可 通 的 正规 测度 。 若 Vs。 是 了 中 所 有 使 得 对 一 切 太一 1， 
2,-**, 人 ， 有 下 面 的 极限 的 a 作成 的 集合 , 即 


: 1 3 I 
lm 二 logsA(T) 一 lim + logte(T) 一 | okCp)dw， 


则 as 是 了 中 对 X 一 oo 二: < co) 来 说 的 不 变 的 上 -可 调子 
集 , 且 CFan) 一 1， 

证 据 (3.3) 易 见 这 了。 是 对 X( 一 o < < 0) 来 说 的 不 
变 的 集合 ， 命 7。 为 集合 , 它 由 V 中 所 有 其 有 下 述 性 质 的 a 组成， 
即 对 一 切 XC 一 1,2,，…,， 我 们 有 极限 


, 1 村 芭 Ce | 
lim 二 |， wrx Ca))as 一 lim 二 aC Ca)) a 


Cri) 


3 | ,wpa 


. 1 在 * 


又 据 (3.2)， 对 于 下 及 其 上 单 人参 数 变 换 群 Xt( 一 2 < < oo) 来 
说 我 们 现在 有 T 中 的 子 集 P,， 它 是 z- 本 本 全 -测度 
1，。 据 T。 及 了 的 定义 ,显然 PCV。 由 是 V 是 p- 可 测 的 且 
AKC) 一 1。 故 欲 证 明定 理 , 只 人 须 证 了。 一 VV.， 也 只 须 证 

引 理 3.2 对 任 一 at .多 ?+， 我 们 有 


log Ga) — | oxs 0))ass 一 2 


事实 上 ， 答 证 的 等 式 右面 的 被 积 函数 是 对 * 的 连续 函数 且 
log ¢.(0) = log1l 一 0 
故 引 至 成 立 ， Gs 


wACXECE)) 一 一- log Ett) = _ 1 diaalt) 


bale) a 
但 这 等 式 是 成 立 的 ,因为 
Xa) 一 (20, Oo) . 2 Re 上 
tlt) Et) “ eC) 
Xe) = 《BCa)， OX ), i 0X0)), 
由 是 握 命 题 2.1， 


DCC pn 


oiCXF a)) = EC Ca)), 
引 理 证 完 。 
$4 拘 数 x*(F) 

设 8 一 《oo V1) 是 Ma 在 其 上 一 点 x+ 处! 个 有 其 序 的 
切 向 量 组 ，1 志 i 所 #。 我 们 将 考虑 这 些 向 量 所 张 的 平行 多 面体 的 
体积 v8) vy V1 1). 这 是 由 下 述 方式 得 出 的 ， 即 在 x 
处 任 取 M” 的 一 正规 i- 标 架 立志 (zi Hi "yy ui) € FF 使 得 
每 个 v; 都 是 这 些 sw 的 线性 组 合 ， 或 用 移 阵 记号 来 写 , 即 是 8 一 
c4d， 其 中 4 是 一 上 阶 方 阵 ， 于 是 ，X8) 取 作 4 的 行列 式 的 绝 对 
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信 ， 
8) 一 ldetAl, 

易 见 x《8》 的 确定 与 * 处 的 如 上 所 述 的 正规 标 架 的 选取 无 干 ， 

下 面 诸 事实 是 明显 的 ，v(8) 空 0，z(8) 0 当 且 仅 当 诸 vi 
线性 无 关 ( 剧 | 8 € 2 1), 并 且 若 ”一 8B 其 中 8 是 一 1 阶 方 阵 , 则 

vy) — v6)|det. BI|. 
从 基于 切 向 量 的 一 些 通 常 论据, 易 验证 vv zy v1) 是 1 个 
变量 mm pz ,V1 的 一 并 连 水 数 ， 见 ; 若 vi v1,*…*, 是 人 MM" 
在 其 上 同一 点 处 的 切 向 量 , 则 对 任 一 之 0，v; 在 村 ”的 切 空间 
从 守 中 有 邻 天 玉 (i 一 1, 2,…, 站 使 得 只 变 wiE Wi 且 诸 
wi 都 是 M” 上 上 同一 点 处 的 切 向 量 ; 见 有 
jy 039 3 01) — p01 Wa9 1 < 6. 

我 们 有 

va) = valo)) ~ On Ca)» NO ka) etz(a)l C4.1) 
对 任 一 ce < 

(其 中 * 是 映射 U1 一 多， 见 $1)， 事 实 上 , 据 关 的 定义 ， 对 
于 ce ri 有 xc) 一 ca。FGa)， 其 中 TCa) 是 一 全 三 角 式 的 方 
阵 ; 它 的 对 角 线 元 素 都 是 1。 由 是 , 因 detrGa) 一 1, 据 rx《a) 的 定 
义 等 易 见 《4.1) 成 立 ， 

本 节 主 要 目 鸭 是 在 探讨 M* 上 在 系统 5 的 常 点 处 与 积 分 线 
相 正 交 的 一 些 向 量 所 决定 的 方向 在 由 3 导出 的 单 参数 变换 群 中 的 
变换 下 的 某 类 渐 近 性质 ， 命 MY 为 M” 上 对 于 5 来 说 一 切 常 点 作 
成 约 集 合 《x€ 对 当 且 仅 当 $lx) 关 0)。 这 是 M* 的 开 子 集 , 没 
1<<1 所 4 一 1。 考虑 M" 上 在 任 一 点 zx 和 M 处 与 5{x) 相 正 交 
的 了 个 线性 无 关 的 场 向 量 wm 作成 的 六 标 架 € U1。 易 见 一 切 
如 此 的 王 标 架构 成 Ui 的 一 于 从 所， 它 以 M 为 底 空 间 , 它 的 投 
射 将 记 作 p:， 即 

pi 一 EAE 

当 一 1 了 时， 红 , 在 任 一 点 * 处 的 纤维 pr'tx) 恰 由 M" 在 * 处 
一 声 与 5(x) 正 交 且 不 为 9 的 苇 向 量 所 组 成 ,我 们 也 将 考虑 双 : 的 
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一 子 从 以 $$， 它 由 一 切 使 得 | 十 一 工 的 天 标 架 < 一 (mso 
#1) € 人 1 所 组 成 。 这 从 仍 以 M 为 底 空 间 , 其 投射 将 记 作 p#， 即 
p= pi 
当 1 = 1 时 ,给 # 在 任 一 *《 M 处 的 纤维 (p*) "1(x) 恰 由 M" 
在 + 处 一 茹 与 5S(x) 相 正 交 且 具有 单位 长 的 切 向 量 所 组 成 的 * 一 
2 维 球 ， 当 1 一 1 时 ,我们 也 将 用 下 面 较 简单 的 记号 , 即 
所 一世 Pp™ Pis = LE, pt pt, 

我 们 将 指出 M" 上 的 单 参数 变换 群 $8.( 一 % 二 :所 0) 自 
然 地 导出 反 ， 上 一 单 参数 变换 群 由 (一 ce 二 上 二 co)， 我 们 将 就 
己 经 建立 的 论据 来 说 明 这 事实 。 在 $1 中 我 们 从 4 一 o 二 :过 
co) 定义 了 -多 : 上 的 单 参数 变换 群 X( 一 00 < 之 1 二 00). 在 多 : 
中 考虑 形式 如 〈8(*)),xz) 的 标 架 ,这 里 xE M,n 是 M* 在 * 处 
与 5S(x) 相 正 交 的 一 个 切 向 量 。 易 殉 一 切 如 此 的 2- 标 架构 成 多 ， 
的 子 从 双 ， 它 扩 对 为 底 空 间 ， 对 任 一 we 红 ， 命 

fu) ~— (SCpC1)), 4). 
这 给 出 一 (在 上 的 ) 拓 扑 上 映射: 红 一 红 (并 且 这 是 一 个 从 吴 射 ?. 
据 《1.1) 及 的 定义 易 见 在 X( 一 吕 < 一 co) 下 不 变 ， 
即 , 对 任 一 一 co 二 < co (经 ') ~ 纹 '、 所 以 ,对 任 一 wn€ 弘 ， 
命 
Bu) 一 ff), 
则 由 这 式 子 给 出 经 上 一 单 参数 变换 群 (一 co 过 + < co)， 
我 们 可 扩充 上 述 定义 方式 到 一 般 情 况 1<! 所 w 一 1， 为 此 ， 
我 们 将 置 
be) 一 Ch Cu) P12), Ss dn)) 
对 任意 的 
cc 一 (oz tr ME LR LI, (4.2) 
易 见 这 式 子 的 等 号 右 端 仍 是 一 六 标 架 。 事实 上 ， 这 里 诸 w 一 
(xy)》 部 是 M" 中 同一 点 re M 处 的 I 个 与 六 一 SCz) 相 正 
交 的 切 向 量 , 并 且 据 多 : 上 的 变换 XX 的 定义 及 《1.37 易 见 
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Wi 一 GD》 一 下 C1:3) 
(这 里 @, 是 M” 的 团 空 从 多 上 的 变 棉 , 见 $ 1)。 于 是 ， 由 于 
Ww 与 这 i 个 切 向 量 8,(w1) 线 狂 无 关 ， 这 ! 个 ui 也 是 线性 无 关 
的 。 我 们 说 式 于 《4.2) 给 出 区， 上 一 单 参数 变换 群 (一 二 
上 < c)， 事实 上 ， 显 然 加 是 恒 同 映射 且 gb 一 由 rr 并 且 亦 
易 验 证 由 式 子 4(a, 7?) 二 kz)，ae 2,， 给 出 一 (连续 的 ) 哑 射 
红 ， X( 一 co co) 一 红 :。 用 较 直观 的 说 法 来 说 , 4.3) 表明 
bn 1H23 01) 中 第 个 向 最 恰 是 Dr) 在 MM* 上 xy 一 
cgxat) 处 的 切 空 间 中 与 Sz) 相 正 交 的 一 1 维 子 空间 上 的 稚 
直 投 影 。 对 任 一 se 所 :， 式 子 
由 pifKa) 一 obo)E M 
成 立 , 
没 g 及 weE 攻 ii 且 设 w 一 ac4d 其 中 4 为 一 非 奇 异 的 1 阶 方 
阵 , 则 对 任 一 一 oo < < 0，%(e) 一 Ga)4。 特 别 地 , 若 "一 
《aa xp) 一 【ri ra re )《【《 其 中 请 ri 均 为 关 0 
的 实数 ) 且 (9) 二 (v43v29* ,v1)， 则 
Bia) 一 《rip Tavis TV ), (4.4) 
这 易 从 《4.3) 及 gi, 将 M* 在任 一 点 x 外 的 著 空间 线性 池 变 
换 到 M” 在 $,(x) 处 的 切 空 间 上 一 事实 推出 。 
我 们 也 将 考虑 才 上 一 单 参数 变换 群 她 (一 0 和 :< oo). 
这 . 呈 的 定义 由 正规 化 Ca》 中 诸 向 量 给 出 , 即 
并 .0 bn) ACH, I "PACH Lb 
Co 
其 中 ac 一 (ym 1) € 3， 用 (4.4) 易 证 这 些 只 构成 YF 
上 一 单 参数 变换 群 .。 (细节 与 $3 中 关于 变换 涂 的 讨论 相 类 , 因 
此 路 去 . ) 对 年 一 aceE 安 #， 式 子 
pp le) = pF pa)E M 


成 立 ， 
现在 , 任 给 一 a 一 《es xz 2)6c#， 亦 即 , 任 给 M" 在 
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其 上 一 点 x € M 处 的 1 个 与 SC(x) 都 正 交 日 长 度 邦 为 的 线性 
无 关 的 四 向 量 sz ak 和 7 和 2 一 1)、 我 们 将 考 巾 
(一 co, co) 上 的 实 函 数 
mn = He)). 
因 vy ta * 3 V1) 是 人 上 对 ! 个 变量 wp ,vr 的 一 并 
连续 的 函数 , 且 六 (一 9 < < co) 是 绢 内 C1) 上 的 单 参 数 
变换 群 ,天 ?xz 对 上 是 连续 的 ,又 因 i- 标 架 迪 (c) 中 的 工人 个 向 
量 都 具有 长 度 ! 且 线 狂 无 关 , 据 (1.5) 及 (4.1) 易 见 恒 有 
0 nDSELl, 
对 任 给 一 > 60， 我 们 将 记 YeeCo 为 实数 集 
Ase 一 lt€E(—00, 0 之 9 
在 (一 co ,0) 上 的 特征 消 数 ， 
这 ce 5》 将 叫 作对 媒 ( 一 oo <+ < co) 来 说 是 正 向 平均 
线性 无 关 的 ,如 果 存 在 其 一 。>> 0 使 得 不 等 式 
ae) ~ Hn) war >0 
成 立 ,否则 ， 将 称 e (对 旺 ( 一 co <<， < co》 来 说 ) 是 正 向 平均 线 
性 相关 的 。 同 样 地 ,这 上 蔬 作 (对 嵌 ( 一 co 天 :< oo) 来 说 ) 是 负 


向 胖 均 线 栓 无 关 或 负 向 平均 线性 相关 的 ， 按 是 否 有 某 一 6。 0 使 
得 不 等 式 


本 7 
1s(a, s) 一 Ym i | nd > 0 


成 立 而 定 。 明 显 地 ，1 之 上 (cye) 之 0，1 宪 (ce 之 0; 且 若 
e 之 ge 之 0, 则 we?) 之 人 (由 是 并 (as) 之 [I*(a, e)， 
ffKcy 6 (ae 
设 c 一 如 (a) 对 任 给 的 一 一 ce < < cc。 则 节 (n 一 
pp)) = A )) = (ss +1) 由 是 ,对 任 一 。 > 0， 
arekt) 一 nels 十 1), 这 蕴涵 
Te oe) = Te, 6) 及 Toy e) = 1*(a, oe), C4.5) 
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因此 ， 任 给 we 忆 # 及 一 co <r<co。 命 人 一 最 (ce)。 车“ 
(对 W( 一 上 之 + < co) 来 说 ) 是 正 向 平均 线性 无 关 的 , 则 a' 也 
是 正 向 平均 线性 无 关 的 ; 车 = 是 负 疝 平均 线性 无 关 的 ， 则 w 也 是 
如 此 的 . 

对 于 1 委 ! 上 < 一 和 ?一 1 命 号 芭 一 世上 为 由 式 t 
His""*y ui) = (Ms pa xz )》 给 出 的 自然 映射 。 从 $F 等 上 
的 变换 J 的 定义 , 易 见 对 任 一 a 绕 $， 恒 有 

(oe) 一 pio) —00 < < 00)., 

命题 41 任 给 aE 命 一 :ee (rE). 
车 是 正 向 平均 线性 无 关 的 , 则 a 也 是 正 向 平均 线性 无 关 的 ; 车 
4 是 负 向 平均 线性 无 关 的 ; 则 a 也 是 如 此 的 . 

证 我 们 将 用 (4.1) 推 证 ， 对 任 给 的 一 co<t < oo 恒 有 

(Cr > 7) 
由 是 易 见 命题 4.1 成 立 。 事实 上 ， 简 记 8 一 崇 (c)e 双 #，P 一 
Pa) €E LB 则 及 一 区 8)， 洲 虑 到 6) 一 6 TC) (Vv, 
ze 多!,， 其 中 TC8) 是 一 个 三 角 式 方 阵 ， 它 的 对 角 线 元 素 都 是 
1， 对 角 线 下 面 的 元 素 都 是 0, 由 是 TC(8) 的 左上 角 六 阶 子 方 阵 
恰 是 rp’) 而 三) 一休 TC6) en (v1, Vy *"y yr')€ i, 故 
据 (4.1)， 
ne = pCB) = fol osll + sl, 
Wt) = 28) = Mod oad yt, 
但 pe 天 PP。 夏 若 8 一 《a ts9'"*， #1)， 则 据 (1.4) 即 有 
lvall < ll = 1 


对 

[A 
这 给 出 

nt) 站。 
命题 4.1 证 完 。 


任 一 aeE 必 4# 一 红 # 都 是 正 向 及 负 向 平均 线性 无 关 的 ,这 是 
因为 : 乡 # 由 M* 上 某 些 长 度 为 1 的 切 向 量 组 成 ,由 是 对 任意 的 
neEcS# 及 一 co<t<coo 恒 有 ?一 1 
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现在 , 任 给 *& M( 即 > 是 M* 上 系统 $ 的 常 点 )， 具有 下 述 
性 质 的 整数 1 < * 一 1 中 最 大 的 一 个 整数 将 叫 作 = 的 正 向 格 数 ， 
并 记 作 圣 (z)。 这 性 质 即 是 ， 对 于 1 来 说 有 一 ce (的 -Ye)， 
它 是 正 向 平均 线性 无 关 的 ，Ce€ (p#)-:Cs) 意 即 M" 在 x 处 有 1 
个 与 SGz) 都 正 交 且 长 度 为 1 的 切 向 量 组 «= (wz anD)e 
sx# ) 同样 地 ， 一切 使 得 有 仙 向 平均 线性 无 关 的 a€ (pf)"(x) 
的 整数 1 < 4 一 1 中 最 大 的 一 个 将 叫 作 z* 的 负 向 格 数 ， 并 记 作 
&*{x)。 明显 地 ， 我 们 有 1 委 赫 f4z) 志 # 一 1, 1 人) 所 1 一 
1， 又 对 任 一 一 00 < < co， 据 (4.5) 等 恒 有 

RC) 一 A¥(C b,x)) 
及 

R(x) 一 A(dsCx))， 
换 句 话说 , 即 好 (x) 及 妨 (x) 都 是 治 M* 上 系统 5 的 积分 线 不 
变 的 整数 ， 

设 F 是 M" 中 一 非 空 的 子 集 ， 不 包含 对 系统 8 来 说 的 奇 点 . 
我 们 将 记 
A*(F)= Max{ K+(4)}, A(F) 一 Max{X*(x)}, 


分 别 叫 作 玉 的 止 向 及 负 向 格 数 。 记 
RCF) = Max{ RECF), RCF)}, 
这 将 叫 作 五 3 显然 1 如 (F) 志 w 一 1。 又 简 记 
~- (ph (FICHE, 
其 中 大 一 KE). 因 > ) 一 M 且 F 非 空 , 故 Vs 也 是 非 空 集 ， 
下 面 的 格 数 定理 是 本 节 主 要 的 结果 。 
定理 4.2 设 F 是 M” 中 一 非 空 的 闭 于 集 ， 不 包含 对 系统 5 
来 说 的 桨 点 且 在 和 (一 oo 过 t+ 二 oo) 下 不 变 。 则 
(i) F 的 正 向 格 数 与 负 向 格 数 相等 
ASCF) 一 RCF), 
(ii) 在 在 ce Vr 使 得 plo) 对 于 4 一 22 <o) 来 
说 是 P 式 稳定 的 (一 CF))， 且 
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二 
(*) 
定理 证 明 稍 后 才 完 成、 记 上 一 (pF)CE, 二 
p*|L:L 一， 其 中 是 这 定 坦 假设 中 所 给 的 。 考虑 工 的 大 重 
Descartes 积 
Li—=LXLxX...xL 


共 * 个 
中 的 子 空间 , 
L¥ = {Ms Hs Hi) E Lilg*(Cwu) 
一 8 一 一 人 (xD)}， 


其 中 于 一 KCF)， 显 然 Cus Ws 2 E 灶 寺 这 的 
是 M" 在 共 上 一 点 EF 处 的 和 个 单位 长 切 向 量 : 前 面 所 述 的 
Vs 是 L$ 的 子 集 , 它 恰 由 一 切合 加 ,wy,…* ,uk 线性 无 关 的 c 一 
(Mis rz， “3 ni) € 工 # 所 组 成 。 于 是 ， 
Tp = {ot LEivCe) > 0}. 
记 
VE LE 一 Vs. 

则 从 vlanst，9*** 1) 对 变量 mt yx 来 说 的 一 并 连续 性 ， 
Vs 及 了 二 分 别 为 工 # 中 的 开 子 集 及 闭 子 集 ， 

我 们 说 L# 是 一 紧 致 的 可 度量 空间 ， 事 实 上 ， 因 所 ”是 可 
度量 的 ， 易 见 元 # 是 可 度量 的 。 其 次 ， 因 有 是 M* 的 押 子 集 而 
M" 是 紧 致 的 , 故 王 自身 也 是 紧 致 的 。 于 是 ， 因 从 所 # 在 任 一 
x & M 处 的 纤维 《pt)-ICx)》 都 是 玫 # 的 紧 致 子 集 《Cot) (xz) 
实际 上 是 一 纪 一 2 维 球 )， 工 由 是 了 是 紧 致 的 。， 从 g*:L 一 下 
的 连续 性 易 见 L# 是 Li 的 闭 子 集 ， 故 LE 是 紧 致 的 . 

在 LE 上 我 们 将 以 自然 方式 定义 一 单 参数 变换 群 。 事实 上 ， 
因 F 是 M* 中 在 di( 一 co < 之 + < 00) 下 不 变 的 子 集 且 因 对 任 
一 a€ 4# 伍 有 pkg#(o) 一 plo), 故 Vr 也 是 绕 中 在 
bp#( 一 0 之 t 过 00) 下 不 变 的 子 集 ; 为 方便 ,对 任 一 一 22 < 过 00 
暂 记 一 ViVr-> Vr 又 以 FCM* 在 $$ 一 吕 < < co) 
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下 的 不 变性 等 , 则 工 也 是 于 # 中 在 同 ( 一 oo < < oo) 下 不 变 
的 子 集 。 于 是 , 若 对 任 一 《pixa……，xk)eE 了 gg 置 

aa 一 《0 EEC) 
据 天 # 的 定义 等 易 验 证 这 式 子 给 出 L# 上 一 单 参数 变换 群 
J 一 00 之 1 之 co) 使 得 对 每 一 一 2 < < 这 峡 限制 在 
Vp 上 时 丛 为 加 。 在 这 变换 群 下 ，Vp 由 是 L$ 自然 也 都 是 了 二 
中 的 不 变 子 集 。 

定理 42 的 证 明 ”人 先 证 下 面 引 理 ， 

引 理 4.3 ”在 前 述 的 紧 致 的 可 度量 空间 Lt = V#UVp 上 , 存 
在 一 个 对 单 参数 变换 群 中 (一 co 过 +t < co) 来 说 的 不 变 及 可 通 
的 正规 测度 4 使 uw《(Vy) 一 1， 

证 首先 ,; 设 太一 和 (FF), 考 虑 上 对 J 一 00 < 之: 之 00) 
来 说 的 ( 正 向 的 ， 即 当 一 co 时 的 ) 极 小 吸引 中 心 C#* 《 见 [1, 第 
五 章 ，$6])， 我 们 说 C* 不 包含 在 V# 内 。 事实 上 ， 相 反 地 谈 
CHCVE, 则 V# 是 对 是 (一 co 之 + 之 co)》 来 说 的 《 正 向 的 ) 吸 
引 中 心 。 因 和 是 忆 的 正 向 格 数 ， 存 在 一 ce Vr (一 (pF)CC 
小 #) 使 得 对 某 一 。 > 0， 


> 
lm 了 | nelr) dr > 0, 


注意 v(8) 对 于 pe L# 是 连续 的 函数 。 故 若 命 Ue 为 一 切 使 
uv(8) 二 @ 的 8€L# 作成 的 集合 , 则 Ue 是 了 的 一 开 子 焦 二 Fe. 
于 是 ， 因 mr 一 2G#(z)) < 之。 当 且 仪 当 pCa)€ Ue。， 据 吸引 
中 心 的 定义 我 们 又 有 

lim 二 下 noel1) dt 一 1， 
其 中 que(r7 表 实 数 集 在 E( 一 co:co)l3Cr) < el 在 (一 co oo) 
上 的 特征 函数 。 但 mas(r) 十 zak( 纪 一 1 对 一 康 一 oo 之 1 < oo. 
这 给 出 

im 工 上 nte(1) dr 一 0， 

了 -mm 了 J 


a 2 - 


它 与 前 面 一 不 等 式 矛 盾 。 这 矛盾 证 明 我 们 的 断 语 。 
既然 C# 不 包含 在 村 内 ,， 则 因 C*# 是 工 # 中 一 切 对 

一 co < 之 1 之 吕 ) 来 说 的 正则 点 ( 妈 既 可 通 又 密集 的 点 ) 作 成 的 
集合 的 闭 包 《 见 [1, 第 六 章 , 定 理 28]), 且 因 V# 是 L# 的 闭 子 
集 , 故 存在 正则 点 《TYr。 由 是 ， 因 Vr 是 工 # 中 在 48( 一 2 雪 
1 之 co) 下 不 变 的 开 子 集 , 易 见 L# 上 有 在 情 ( 一 co < < co) 
下 不 变 生 可 通 的 正规 测度 4 使 &CFr) 一 !。 这 证 上 昕 引 理 在 和 一 
CR》 情况 下 成 立 。 

其 次; 设 大 一 妨 (F)。 则 存在 一 a€ Vr(C 双 #) 使 得 对 某 一 
ea 0 

Ha th Ra > 0， 


论证 进行 的 其 余部 分 与 前 面 平 行 ， 只 须 在 这 时 考虑 关于 工 才 上 的 
变换 群 % 一 < 一 co) 的 负 向 极 小 吸引 中 心 及 负 向 正则 点 
等 等 。 由 是 引 理 仍 成 立 。 

现在 ,我 们 来 证 明定 理 4.2. 首 先 由 前 述 引 理 ,我 们 可 在 紧 致 的 
可 度量 空间 了 关上 任 取 定 一 个 在 g 蓄 一 co 过 1 < oo) 下 不 变 及 可 
通 的 正规 测度 4 使 nCVs) 一 1《 亦 即使 &CT 区 一 天 (了 二 一 Pr ) 一 
0)。 命 P# 为 一 切 具 看 下 述 性 质 的 ce Ve 作成 钓 集合 ，、 即 对 
工 才 上 任 一 连续 实 函 数 1(8) 我 们 有 极限 


， 1[7 
hm fg)) a 
i 二 下 fpre))a 一 人 KKCp)de， (4.6) 


则 据 《3.2》 等 , 易 见 P# 是 Vp 中 的 -可 测 子 集 且 pCP4) 一 1, 
对 和 任 一 7 ,jj 一 1, 2,3,--.， 命 
和 1 Ne 1 
Vi {ee Ltlsa) > 4 Wi~ {ee Ltls(e) > 
显然 ， VCECWIC- CVCWICVinC-。 因 Bp) 对 PE 开间 是 
连续 的 ,这 些 V; 及 W; 分 别 是 L# 中 的 开 子 集 及 闭 子 集 。 又 因 
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Ve =— {ar€ Ltlya) > 0}, 
我 们 有 
Ve U Wj;, 


这 给 引 
lim pWi) 一 PCYz) 一 1。 (4.7) 
戏 每 个 和 Wi 及 也 一 Hi 是 了 工 # 中 不 相交 的 闭 子 集 。 据 
Urysohn 引 理 , 可 取 上 类 上 的 连续 实 函 数 f;(8) 使 得 对 任 一 8E 
LR 但 有 0 < 委 六 人 < 委 1 且 H6) 一 1 当 8E 了 hf) 一 0 当 
BEL 一 Vin， 记 (8) 为 Wi; 在 LL 上 的 特征 函数 , 则 显然 有 

FB) < 有 8) SFP), j= 1,2,3,.- 
结合 (4.6) 给 出 : 车 ce P#， 则 


1 人 Dd ~ lm = Pin Pte)) ds 


> lim 二 人 FORCa7D7Gt = 人 (Cp)an 


> 人 了 Xe)an 一 pW j= 1,2,3,.…°。 
同样 地 ,对 任 一 ae P*# 我 们 也 有 
1> Em Od > pWD), jm 23, 


故 据 (4.7)、 对 任 一 se P# 定理 4.2 中 的 等 式 (**) 成 立 ， 但 
pCP#) = 1, 且 于 :~ M 是 连续 的 并 且 pgp? 一 JPp? 对 
枉 一 一 co< < co 故 存 在 对 (一 0 < 二 1 二 00) 来 说 是 P 
式 稳定 的 ae P#《 见 [1， 第 六 章 ,定理 10]), 从 而 pkla)€E F 对 
于 $8 一 9 < :< oo) 来 说 也 是 了 式 稳定 的 。 这 证 明定 理 4.2- 
(ii)。 于 是 (FF) 志 Min{fXXCF)，K《F)}， 这 给 出 定理 4.2- 
(i)， 定 理 证 完 . 

系 4.4 辣 定理 4.2 假设 , 命 空 间 了 全 一 UV 及 其 上 单 参 
数 变 换 群 (一 0 二 :< oo) 给 出 如 前 。 设 是 LE# 上 一 个 在 
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(一 00 一 < 到 co ) 下 不 变 及 可 通 的 正规 测度 使 得 &(CFr) 一 1 
则 一 切 使 得 定理 4.2 中 的 等 式 (*) 成 立 的 a€ Vp 作成 LE 中 
一 个 在 $ 纺 一 00 过 + 之 oo) 下 不 变 的 A- 可 测 子 焦 P$, 它 具 有 
上 -测度 1， . 

事实 上 ， 据 《4.5) 易 见 P 在 护 ( 一 0c 二 上 < so) 下 不 变 ， 
又 前 面 室 理 王 册 中 的 集合 P* 包含 车 P# 内 。 于 是， 因 P# 是 
pa- 可 测 的 且 gCP8) 一 1， 政 忆 也 是 pg- 可 测 的 上 且 pC(P8) 二 1. 

下 硬 命 题 中 所 叙述 的 将 使 我 们 较 易于 计算 格 数 ， 这 也 就 是 要 
去 判定 相当 的 标 架 ee 和 # 是 否 ( 对 4 一 co 二 1 二 0) 来 说 》 
平均 线性 相关 或 无 关 。 

命题 45 任 给 c&€ 红 $8 则 a (对 拒 ( 一 00 二 上 < oo) 来 说 ) 
正 向 平均 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 


i 于 
It(0) 一 Hs | Ci i 
了 -rm 0 


同样 地 , & 负 向 平均 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 
TYKa) 一 Jim 去 下 n*Ce)dr > 0。 
证 我 们 只 证 命题 结论 中 的 前 半 ， 后 半 可 类 似 地 证 ， 
充分 性 ， 设 


区 二 二 1(c) > 0, 


欲 证 人 条件 充分 ,只 须 证 对 这 。， 


ee 了 
Re, 0) — Em L nd > 0。 


为 此 ， 命 jett) 为 实数 集 {tieE (一 00,00)19207) 二 a} 在 (一 co， 
co) 上 的 特征 水 数 。 则 有 

nC) 一 jos) + wen, 
于 是 , 因 对 (Co 委 1， 


二 全 T 二 T 
Bo) < lm Lat a + Ei LGD 
T= TT .0 T=» To 
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和 | 上 
主人 i — 由 
< lim | enuelt) Aat 十 Bm 二 小 ns a 
< + T(r, 6) = fa) + TrCe, o), 


故 必 有 ItCa, ec) 0. 
必要 性 ， 设 对 于 其 一 6 > 10, 有 ln, e) > 0 则 据 nC) 
的 定 疼 以及 0 过 六 (和 1， 朋 


ee 下 
C0) > jini 二 nd > Hase) > 0, 
Fs 0 


据 这 命题 , 则 我 们 可 取 其 中 所 述 条 件 当 作 ae 经 的 平均 线 
性 无 关 的 定义 以 代替 以 前 所 给 的 方式 上 稍 许 不 同 的 定义 ， 但 以 前 
的 定义 对 于 证 明定 理 4.2 等 来 说 用 起 来 较 方便 的 ， 

我 们 现 硅 仍 考 虑 前 面 给 的 空间 Lt 一 VEUTVpCR 二 有 *CP)). 
因 对 任 一 8EVp 恒 有 328)>0， 改 若 产 是 工 k8 上 一 个 在 
一 00 之 ?之 oo) 下 不 变 及 可 通 的 正规 测度 如 同系 4.4 假设 中 
给 , 则 有 


exe?en >0. 
系 46 同系 4.4 假设 。 则 一 切 使 得 有 极限 
二 下 天 区 | * Cede -| v8)a 
TT» TT J T=-=» TJ 和 二 


的 aE Ve 作成 L# 中 一 个 在 J 一 之 1 < oo) 下 不 变 的 - 
可 测 子 集 了 P。， 它 具有 4- 测度 1， 

证 事实 上 , 因 

MCs 2 Be)) PE DEAN) = m0), 

其 中 we 一 上 (e)， 易 网 Ps 在 她 (一 0 二 5< co) 不 变 。 明 
显 地 ,定理 4.2 证 明 中 的 集合 P* 包含 在 P。 内 P* 是 p- 
可 测 的 且 zg(P*) 二 1, 故 Ps 也 是 xg- 可 测 的 且 PCP.) 一 1. 

本 节 前 面 ,我 们 对 于 M” 在 其 上 对 系统 5 来 说 的 常 点 处 探讨 
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了 切 向 量 所 决定 的 方向 的 某 类 渐 近 性 质 , 于 其 中 ,要 求 这 些 切 庶 量 
与 通过 向 量 的 始点 处 的 积分 线 正 交 。 这 对 于 我 们 汪 些 目的 来 说 将 
会 是 较 重要 的 。 不 难看 出 ， 我 们 的 讨论 在 取消 这 要 求 的 情况 下 仍 
可 照 另 一 方式 来 进行 。 这 自然 也 将 说 明 系 统 $ 在 M* 的 切 空 间 从 
上 所 导出 的 单 参数 变换 群 的 一 类 性 质 ， 在 下 面 ， 我 们 将 简单 地 给 
旱 这 讨论 的 要 点 。 由 于 这 进行 的 轨 则 与 本 节 前 面 的 类 似 ， 故 把 细 
节 略 去 。 

仍 考 虑 以 前 给 的 以 M" 为 底 空间 的 标 架 丛 2 (1 所 1? 和 #1)， 
及 其 上 的 单 参数 变换 群 8 一 co 二 1 之 00), 命 为 的 
子 从 , 它 由 一 切 使 向 量 AR 一 1， 2,**', 1) 的 长 度 为 1 的 = 一 
《es tt)6 2 组 成 记 pF: 一 MM 为 这 于 从 的 投 
射 。 在 BU# 上 有 单 参数 变换 群 @ 汽 一 oo 二 :过 0)， 它 由 正规 
化 BCa)Cae < 人) 中 诸 向 量 来 定义 , 即 


DB (nu 
PE, Hs 1) OO— (ec 


-多 (xz -ea ) 
lBAad) ”load)l A 
对 任 给 的 一 ee BY#$， 记 
Wat) 一 VDF)), 

如 同 前 面 ,这 里 mb 也 是 对 : 闪 说 的 连续 函数 ; 对 任 一 一 oo 过 
1 之 oo 恒 有 0 忆 n60t) 才 1， 并且 阁 1 一 1， 则 恒 有 (rp 一 1， 

设 x€ M*。 我 们 将 记 (x) 为 具有 下 述 性 质 的 整数 1 委 / 专 
# 中 的 最 大 整数 , 即 存在 cE (Pp)"1(x) 及 e> 0 使 得 ,对 于 实数 
集 


了 Be 一 {1€E (~—00,00)|%.tt) > 0} 
在 (一 00,00) 上 上 的 特征 通 数 Yost), 不 等 式 


en T 
Hla) — Bit mda >0 


成 立 。 同 样 地 , 记 《-(x) 为 具有 下 述 性 质 的 整数 【<1 < 中 的 
最 大 的 一 个 , 即 存在 a€E (pF) (tx) 及 8 > 0 使 得 
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三 了 
los 6 一 lm 去 人 3uekt)dz > 0。 


设 F 为 对 ”中 一 非 空 的 子 集 。 记 
ArCx) 一 Max{ki (4)}, k(x) 一 Max {k(x)}, 
XPF)— Max{RCF),R CED, 

对 于 定理 4.2, 系 4.4 及 命题 4.5, 系 4.6 等 ， 我 们 在 这 里 有 类 似 的 
叙述 ; 较 主 要 地 ,我 们 有 

定理 和 7 设 忆 为 M* 中 在 9 一 o < 上 < oo) 下 不 变 的 非 
空 的 闭 子 集 。 则 

(1) kr(F) = kAF), 

《ii) 存在 cE (p)F)C 人 BU 站 使 得 pCa) 对 $$ 一 0 一 
1 < oo) 来 说 是 P 式 稳定 的 , 且 


limiile,e) = limil.(e,e) = |, 
f+ 0 t+0 


其 中 怨 表 CF》. 
这 可 用 与 定理 4.2 证 明 相 类 似 的 方式 来 证 , 


$ 5. 关于 格 数 的 判定 方式 
设 1 过? wr 一 1。 对 任 一 标 架 ce 科 ,， 简 记 
Ct) 一 OgpLe)H, R= 1,2,..*,1, 
其 中 69: 是 自然 映射 : 1- 当 ( 见 红 )。 显 然 这 些 总 (CD 是 
《一 co,co) 上 的 连续 函数 , 且 恒 有 绪 1C2) 盖 0( 因 Ba) 关 0)， 
对 任 一 正 交 的 标 架 E 纪 ,， 记 
有 = Oz Cpl ,R= 1, 2,..:, 1, 
其 中 是 映射 : 人 1 一 久 1, 见 $11。 这 些 让 (9 也 是 《一 co,oo) 
上 的 连续 函数 , 恒 记 0; 且 当 + 一 0 时 ,2#C0) 一 19 中。 
设 0 是 一 正 交 的 标 架 所 双 :。、 则 
va)) = CE) LEE bt), (5.1) 
这 易 从 (4.1) 得 出 。 
对 任 一 a& 矿 ， 我 们 有 
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本 vlo)) 5.2 
0 (的 » St CD “ 《 ) 


柴 实 上 ,这 易 从 
#C or ) 一 Og a) 网 
AAD 
Ola) OP) 
ope” * loge 


及 函数 vy(8) 的 定义 等 推出 。 
命题 5.1 设 ce 双 ,。 对 任 给 的 一 一 < 和 oo,， 简 记 
os) = (Pb) ,Orble) ,Oba) ]e Fp, 
lop Co)” NOsabla)’” ?lOmpCa)t 
ots] 一 (Ttke Baba) eb )e sp. 
Nop od OpCe))l Ig.C eo) 
则 对 任 一 一 co < 之 :过 co， 我 们 有 
区 由 se) = vb)) vbaols))), 
St FE) = Ft) Ett k= 1,2,.., 1, 

证 事实 上 ，als) 是 一 正规 的 开标 架 ， 且 显然 有 C0) 一 
als)* A, 其 中 4 是 某 一 ?2 阶 方 了 泗 、 琶 wa) 一 idet 4 又 
据 (4.4) 等 有 

brAa)) = yp ba)) = vdlols)» A)) 
= phar))) + ldet.Ai, 
这 给 出 的 欲 证 的 等 式 中 的 前 一 个 。 其 次 ,显然 有 
dip oe) et ridxalsl), 


其 中 
rT. &205) = N91pCa)ll, 
这 结合 (4.4) 给 出 
Gifsreo) ip pe)) riDKglals]}), 
从 而 欲 证 的 第 二 个 等 式 成 立 ， 命 题 5.1 证 完 、 
我 们 将 指出 上 述 的 函数 St 及 如 8) 与 $3 中 的 对 于 茶 
些 we ' 寡 " 的 欧 数 Ceril?) 的 关系 。 对 任 一 上 一 (yp 
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ob)E S41， 命 
Ha) 一 《SCpKe))，o Hag, HI) EE Win 
《其 中 m 是 从 投射 : 综 / 一 对， 苑 $4) 及 
ga) 一 {SCpia)) SCp oe), Wi, Ws 2。 
昂 见 这 些 式 子 给 出 (连续 的 ) 上 映射 
f, :Ei Vin, (5.3) 
若 1 一 1， 则 因 mu 与 《pix(a)) 正 交 , 我 们 有 ja)€ 多 2。 若 a 
是 正 交 的 标 架 & 经 ,， 则 藉 c) 是 正 交 的 标 架 €E 多 ii; 若 g 是 
正规 的 , 则 起 wz〉 也 是 正规 的 . 
我 们 说 ,对 任 一 oa€ 双 ， 
E12) Ee OF 其 中 I 到 BtKa))E 1 (5.4) 
事实 上 , 命 “一 (ms , 刀 ),* 一 pir), 据 (4.2) 有 
pa) = Chu), pm) 7 hm)), 
其 中 wwe 红 ; 握 经 上 变换 如 的 定义 ， 
de )》 一 OX SC%) Ht) 一 OX ), 
这 给 出 (5.4)， 其 次 ,我 们 说 对 必 一 正 交 的 标 架 《 综 ，， 
#2) 7 ohICE)。 (5.5) 
事实 上 , 命 | 
t= Mt i) HH = Soporte)). 
对 任 给 的 一 一 co<f 二 co ， 简 记 
ba) = pm), hm) he )), 
从 (4.3) 及 (1.1) 易 看 出 
SCpile')) — Bn) 
及 
Ha) = (BA BA), Dm): A DFCn)) A, 
其 中 4 为 基 一 个 三 角 式 的 方 阵 , 其 对 角 线 元 素 都 是 1, 对 和 角 线 下 面 
的 郊 素 者 是 0。 由 是 据 (1.5) 有 
a a) = Ko) Ta)) 一 KKc)7。4FCKc 7) 
— BAFa)) * TDH)) 
一 (Pfla)) HF ie 
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但 a 中 诸 向 量 BCw4》 都 与 多 (wx) 正 交 ,从 而 
a 1 0 

Fe 

故 =( 基 ac 7) 一 天 Ko 7)。 因 此 ， 
fre) ~ a(PAHa))) 一 K(f)), 
而 
Girle’) = Bt+iX Fea)), A 1,2,. ,1 
但 据 (1.6) 有 
GrrA(HKa)) = Orrr Ea)), Ko1,2,.".,1, 
这 给 由 《5.5)。 
定理 中 20 任 给 ze 多 基 1 委 ! 委 = 一 1》， 并 任 设 一 序列 

0<Ti<T<T<……， 
它 作成 半 线 (0:co ) 上 一 相对 稠密 数 集 ， 则 c [对 六 (一 2 二 1 二 
00) 来 说 ] 正 向 平均 线性 相关 的 一 个 充分 条 件 是 存在 极限 

lim -二 bb nTi) = 0, 


we Th tal 


从 一 _inf 时 {Ti — Ti} > 0, 
则 这 条 和 任 也 是 必要 的 。 
证 据 命 题 45， 这 里 a 正 向 平均 线性 相关 的 充 要 条 件 是 


ee rT 
Ia 一 还 二 | Oa 一 0 


为 证 明 这 定理 ,我 们 将 考虑 这 式 子 中 的 积分 ， 首 先 ,我 们 有 
{wa 一 bp 人 ”Da wae (5.6) 
4 i=0 Ti Tm 
对 任意 的 > 1 及 T» ST Twi, 


1) 为 了 简单 ;我们 只 对 正 向 平均 线性 相关 一 情况 考虑 这 样 一 个 定理 ; 在 负 向 情 况 
下 * 我 们 不 难 给 出 与 这 定 班 相当 的 一 叙述 。 又 对 于 54 末 所 述 的 一 情况 。 我 们 也 
有 与 此 相似 的 一 个 定理 ; 它 的 证 朋 方 式 也 可 仿照 这 里 的 来 进行 。 
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其 中 T, 表 0 对 任 一 i, i 一 0, 1, 4, 3 ， 我 们 将 若 虑 函数 
R= MpaTON 
EH rm Ct) * ttre ET lt) 
于 是 , 据 命 题 5.1 及 (5.2) 易 见 
nTi+t = rT)RD. 
用 这 等 式 , 则 《5.6) 式 成 为 


wi— 1 


mae = DD aT) | RD 


imO 
+ nCT,) 人 > Raa, Ts ET ETon, (5.7) 
下 面 ,我 们 将 证 明了 项 数 Rt) 在 区 间 0 所 1 志 Tin 一 T; 上 
对 一 0,1,2,3,*** 来 说 一 致 有 下 界 R> 0 且 一 致 有 上 界 R' 忆 
oo。 事实 上 ， 考 上 Descartes 积 多 ”一 多半  X《 一 co co )。 在 
多 (DF) 上 , 因 xX( 一 00 和 上 < oo) 是 单 参数 变换 群 ， 故 
由 式 子 Xp8 世 一 Xp)6 FF', 给 出 一 (连续 的 ) 鼎 射 义 : 
多 "一 多 ii 同样 地 , 涛 感 Descartes 积 信 ”= FX (一 0 ,00) 
及 其 上 由 式 子 (7Y,1) 于 X(T)E 多 (7 pe 多 "给 出 的 映 
射 六 :多 一 家:。 命 
&1Ps7) = OX CF, 一 CattiCt), 
(BIE 多 R12 ,ls 
ET) OX "CTD = rt), (7 ,DE FB ", 
其 54(C8971)》 及 5“《Y,1) 分 别 是 多 及 .多 ”上 的 连续 函数 , 且 它 
们 的 函数 值 都 恒 >>6。 据 假设 ,序列 0<T < 7T: < 六 一 .作成 
半 线 (0,00) 上 一 相对 稠密 数 集 ;这 蕴 沂 
nt 
( 见 [1, 第 五 章 , $71)。 记 
W' = FE XACH', 
WW FE X00,A)CF", 
则 因 这 串 ; 及 8# 都 是 紧 致 的 ( 见 $3),、W' 及 W” 分 别 是 
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六 "及 哆 “中 的 紧 致 子 集 。 故 若 命 
a™ Min, {datB, 7), a4 一 Max, {5 ,1)}, 
不 二 1,2， i 
b™ Min, {5 (C7, 1)}, bt — Max， {6°C7, 1)}, 


则 从 函数 Hp) 的 连续 性 等 , 易 见 
0<a 人 ao; ObEY LL, 


我 们 于 是 置 
R = Le, R' ~— Ha 
bp'} by) 
显然 ， (5b) (6) 
0<ZR<R < oo, 
i 


RSER' RR 
政工 二 0;1:;2; 3 ，。 (5.8) 

但 这 现在 是 明显 的 , 因为 站 €E S$NEL, 且 
《0,7Ti+ 一 TCK0,A'》、。 故 据 (5.1) 及 《5.5) 有 
daar SS ba Ti))) ~ HR)» baratt) Eirale) 

Cgtacrin2lt) » Gatori Naf) a a. 
类 似 地 有 

{bY < sarrnlt) * Esrake) ri SE CPDY, 
由 是 (5.8) 成 立 。 
结合 (5.7) 及 《5.8》 我 们 有 


R (Fri — TT ) 


ta=0 


< |. n*Ct)ar SR’ 的 3 CTin — Tn 7,)), 
. “i=a0 
对 任意 的 m 之 1 及 Ts 二 寺 Toan 
于 是 ,直接 计算 就 得 
AR a (PT)) — AR FL Tm) + CT ot) 


Ta+rt “i=o 
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Tw+). 


(5.9) 


SL woa<AR 二 (立民 站) (T。 去 了 
“作成 (96， 


但 0<n(f) 1; 并 且 序 列 0<T < T,<T; 
c ) 上 一 相对 稠密 数 集 , 这 (不 但 强 涵 A' < co 且 ) 列 涵 当 加 一 c0 


时 ，7n。 一 co。 从 这 些 以 及 (5.9) 易 验证 
0 < AREm 和 (> nT, ))< 过 lm 去 人 nCe) a 


m i=0 


< wx 而 二 ( 守 rD) 


从 丽 定 理 《5.2) 成立 ， 
一 序列 0<T, < 了: < 了 ， 作成 半 线 (8,oo ) 上 一 相对 
稠密 数 集 使 
inf ， {Tin— Ti}>0 


的 一 个 简单 例子 是 对 于 一 给 定 的 实数 T' > 0 来 说 的 序列 
0<T < 278 <37 < … 
系 5.3 和 任 给 一 ce 生 # 及 一 实数 了 > 0。 若 用 
limmaCmT 》 一 0， 


则 a 是 正 向 平均 线性 相关 的 . 
事实 上 , 若 对 任 给 的 一 > 90， 存在 一 rw 使 得 只 要 mm 之 mm,， 


好 有 CT 77<e， 则 


im 一 niT') 过 lm 一 = 人 *(iT’) 
秽 到 必 mT i 
i 1 a 人 
+ ma 一 一 #07) 所 过 
i mT 之， (iT) 了 


于 是 , 招 定 理 5.2 易 见 系 5.3 成 立 。 证 完 ， 
因 对 任 一 非 空 的 FC MKCM?), 恒 有 < 委 杂 (8) 雪 2 一 1 
37 。 


故 当 * 一 2 时 ，F 恒 有 格 数 一 x 一 1。 但 对 一 般 x，R 可 能 有 
中 出 常 点 组 成 的 。 具 有 退化 格 数 的 非 空 不 变 闭 子 集 下 的 简单 例子 
可 作出 如 下 。 在 这 例子 中 ， 下 可 以 是 一 个 异 于 周期 解 的 极 小 集 
合 。 

例 在 (一 co,co) 上 任 取 一 C" 列 可 微 的 实 函 数 P(x)， 并 
设 P(x) 一 0 对 一 切 的 + < 及 “> 命 


本 
dx 


el 


在 欧 氏 平面 8 上 可 作 一 拓扑 变换 
P'.F’—E’ 
如 下 用 zx 一 [+r,r] 表示 EE’ 中 的 点 ?的 极 坐 标 。 于 是 , P' 在 极 
坐标 系 下 由 式 子 Pfr ,rt] 一 [ryt 十 以 +)] 给 出 这 是 一 C” 型 


可 微 的 拓扑 变换 ， 由 于 当 x > 本 时 ，gCD) 一 0, P' 可 扩充 至 2 


维 球 2 一 FiU(o0) 上 一 C” 型 可 微 的 (在 上 ) 拓 扑 变 换 
8:92 一 > 9 
(使 gco) 一 oo) 8 中 的 贺 天 :r 一 1 显然 在 变换 &* 下 不 变 . 任 
取 定 5* 上 一 C” 型 Riemann 度量 使 得 它 限 制 在 E* 中 一 个 包 
合 天 的 开学 集 上 时 与 原来 的 欧 氏 度量 一 致 。 对 任 一 xzEeK， 命 
tr 及 ws 分 别 为 KK 在 E' 内 具有 单位 长 的 ( 逆 时 针 方向 的 ) 切 向 
量 及 (外 向 的 ) 法 向 量 , 从 8 的 定义 易 验 证 
dg(u:) 一 Wotr)y dg) = bagsy 十 Hs) 

《其 中 dg 表 & 的 微分 )。 简 记 a 一 《wy xs) 

5* 上 在 一 点 #sE 大 处 任 给 的 一 线性 无 关 的 切 向 量 组 7, 一 
(wy )》 可 简单 地 表 成 7 一 :C， 其 中 C 是 一 非 奇异 的 2 阶 方 
阵 , 并 记 dg(7.) 一 (dg《w,), dg(w:))， 特 别 地 ,我 们 有 


deba,) 一 cewB, 其 中 3 一 (了 ?). 


~ 0. 


于 是 ， 
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dgl7,) = dee)C = qrwBC, 
dg"(7.) = dg(dg™ (7)) = agnnB"C, | 《5.10) 
1 一 2，3,4,.…-。 
改 若 命 
ci ol 
ES 
则 有 
dg™(7,.) 一 (Wrm Wim), (5.11) 
其 中 


tym 一 (ci 十 Oc? pmes) = Cygnenyy 
Wrm = (01 moe) gmes) + cngnew, 
我 们 现在 考虑 Descartes 积 Ni 一 $? X (一 00 ,00) 上 由 式 子 
bz,1) 一 《8 (zt + 1) 
定义 的 C” 型 可 微 的 拓 直 变换 由 :六 一 全， 并 考虑 商 空间 
M: = /和 
对 任 给 的 一 《z,7) EN 集合 {bz 1)€ Nm 一 0, 土 1, 土 2， 
土 3,…*} 答 作 成 MM 中 一 点 。 ji 是 一 紧 致 的 3 维 C” 型 微分 
流 形 。 命 8: 入 一 各 为 自然 映射 。 对 任 一 ze 8?， 等 同 zx 与 
gLz,0)e M3， 则 3 实现 在 好 内 作为 其 于 微分 流 形 ， 有 明显 地 ， 
对 任意 的 zx 一 由 zz)6i 及 一 <! < 00, 式 子 
px) 一 pz,st + 7) 

给 出 MM 上 一 C* 型 可 微 的 单 参数 变换 群 (一 co < 一 %)， 
从 而 MI 上 有 一 C” 型 常 微 系 统 $S， 它 产生 这 变换 群 。 这 系统 
$ 显然 没有 奇 点 。 我 们 易 取 ji 上 一 C” 型 Riemann 度量 使 得 
它 限制 在 8 上 时 与 $+ 上原 给 和 的 Riemann 度量 一 致 且 使 得 绊 到 
处 与 3 的 积分 线 正 交 。 

现在 , 任 设 *e 关 。 短 们 说 

RF{z) < 2。 (5.12) 

事实 上 , 欲 证 此 , 据 系 5.3 只 须 证 


lim nr Cm) — 0, 


mn 39 。 


其 中 7, = (w,, w;) 是 下 在 :处 任意 的 一 线性 无 关 的 切 向 量 组 
使 hw 溃 一 jw 划一 1。 用 前 述 的 记号 并 据 (5.2), (5.10) 及 (5.117 
易 见 

DCdgwCy。)》) vama)l det. B”*C| 

PP 

但 detB 一 1， 且 um 是 现在 g"(x) 处 的 一 正规 标 架 ,由 是 
也 有 skosm(z)) 一 1。 从 而 

矿 (m) 一 一 lo. 

: Moral en: 

因 C 是 一 非 奇 异 的 方 阵 , 故 c: 及 c; 中 至 少 有 一 个 0， 这 结合 
5 se 0 等 昔 涵 这 两 个 式 子 


lim [2 一 0, lim lsers ml] 一 00 
机 轩 代 村 -和 


中 至 少 有 一 个 成 立 ; 并 且 车 c 一 0， 则 jwnl 二 lal 关 0; 车 
c 一 0), 则 | 一 ci 关 0， m 一 1,2,3,"…。 从 这 些 , 易 看 出 
(5.12) 成 立 。 

命 区 1) 一 ar。 车 e 是 一 无 理 数 。 则 系统 3 过 任 一 *€ 下 的 
积分 线 的 闭 包 是 一 异 于 周期 解 (及 奇 点 ?的 极 小 集合 ; 它 与 了 的 交 
集 丛 是 圆 玉 ， 它 具有 退化 的 格 数 。 车 4 是 一 有 理 数 ， 则 过 任 一 
z € 天 处 的 积分 线 是 一 周期 解 , 它 也 其 有 退化 的 格 数 。 

从 上 述 例 子 出 发 我 们 容易 作出 ， 在 #* 之 3 的 情况 下 具有 退化 
的 赂 数 的 异 于 周期 解 及 奇 点 的 极 小 集合 的 例子 .事实 上 , 设 N" 是 
一 紧 致 的 六 维 Ce 型 Riemann 流 形 ,nw 之 1。 则 

Lt 一 Mr" X Ns" 
是 一 紧 致 的 # 十 x 维 C” 型 微分 流 形 ，M” 及 N” 上 的 Riemann 
度量 自然 地 给 田 L"*” 上 一 Riemann 度量 ,对 于 M" 上 一 C! 型 
常 微 系 统 $， 我 们 可 在 L"*"” 上 作 一 C! 型 常 微 系 统 3 使 得 ， 
对 任 一 (x,y)e L"+”， 向 量 5S《x,y) 在 因子 空间 M" 及 N” 上 
的 分 量 分 别 是 5(x) 及 0. 

尾 给 一 y EN”。， 命 6:M” 一 上 "1 为 由 (x) 一 (x, yo) 
定义 的 在 中 拓扑 映射 设 F 是 M” 中 一 个 在 868.( 一 2 之 1 之 0) 


ss 40 


下 不 变 且 不 包含 育 点 的 非 空 的 闭 子 集 , 易 见 B(F) 也是 L"** 中 
《对 5” 来 说 的 不 变 且 不 包含 奇 点 的 非 空 的 闭 子 集 。 若是 周期 
解 、 则 @(F》 也 是 周期 解 ， 若 F 是 异 于 周期 解 的 极 小 集合 ， 则 
@(F) 也 是 这 样 一 个 集合 ,并 且 若 (FP) 过 4 一 1, 则 

ACOCF)) TRtn m1, 


$ 6， 某 类 函数 的 比较 


本 节 中 ， 我 们 考虑 一 紧 致 的 可 度量 空间 筷 及 其 上 一 单 参 数 变 
换 群 gp 一 0 过 :过 00). 命 1 为 任 一 给 定 的 整数 守 1。 设 对 于 
每 一 xEX， 联 系 了 个 在 《一 coyco) 上 的 连续 实 函 数 

Bret C2) 9 hat) ,hss Ct) ， 
它们 都 是 正 函 数 ( 即 ， 对 任 一 一 2 过 :二 co, 恒 有 psi > 0)， 
县 它 们 具有 下 述 性 质 〈i*》 及 《ii*)， 即 对 于 《一 1,2，-…，/ 

《这 ) xf》 om 天 :是 Descartes 积 和 X《( 一 cco) 上 的 

(ii* 》 对 任意 的 x EX 一 00 过 ss 之 oo 及 一 ce < 二 1 三 20, 我 
们 有 

hils 二 1) 
Hon Cf) 一 ey 

于 此 ,我 们 顺便 指出 《ii ) 的 一 简单 推论 , 即 

《ii ) #0) 恒 一 1 
《对 任 一 xt XX)。 事 实 上 , qolx; 一 x; 在 (ii*) 中 置 1 一 1 二 0 
天 得 出 《3'》。 

在 对 于 上 面 这 些 函 数 进一步 进行 讨论 之 前 ， 我 们 先 说 明 一 下 
与 以 前 诸 节目 下 有 直接 关连 的 一 些 函 数 : 

在 $$2,3 中 ,我 们 讨论 过 对 于 每 一 a & .多才 的 连续 正 实 函数 

kk = OK) = 1, 2 
其 中 上 委 /过 az。 这 .多才 是 紧 致 的 可 度量 空间 . 这 些 国 数 适 合 这 
里 的 性 质 (i*)。 据 《3.3)， 它 们 对 于 ,多 上 的 变换 群 Xe( 一 0% 一 
1 过 00) 来 说 也 适合 这 旦 的 性 质 (i*)。 


其 次 , 设 F 为 M" 中 一 个 在 $.( 一 00 <z< oo) 下 不 变 , 不 
包含 奇 点 的 非 空 的 闭 子 集 。 命 * 为 PF 的 格 数 (1 所 «所 一 1). 
命 空 间 Ls 给 出 如 同 $ 4 中 ;这 是 一 紧 致 的 可 度量 空间 。 对 每 一 
一 《st he)e 工 上 ， 我 们 可 定义 《一 co,co) 上 的 连续 正 实 
高 数 

Se (一 EXACTY]E 大 二 12, 
这 里 由 是 多 上 的 变换 ($1)， 这 些 函 数 适 合 这 里 的 性 质 (i*). 
它们 对 LL 上 的 变换 群 是 (一 oo 过 1 过 oo) 来 说 也 适合 这 里 性 
质 《ii)。 事 实 上 ，, 据 (4.4) 易 验 证 
《s+ 2) 
nats 十 了 ) 一 EF a€ L#, 

我 们 希望 对 于 M" 上 某 些 切 向 量 的 长 度 在 单 参数 变换 群 下 
的 变化 性 质 作出 适当 估计 。 函数 kx (bo 等 都 是 由 这 样 一 些 切 向 
量 的 长 度 所 构成 的 。 特 别 地， 我 们 要 对 这 类 函数 用 适当 方式 来 作 
数值 上 的 比较 。 这 比较 方式 具体 实现 在 下 述 定理 中 ， 

. ”定理 6.1 命 X 为 一 紧 致 的 可 度量 空间，p 一 % 二 1 之 oo) 
为 上 一 单 参数 变换 群 。 设 对 一 给 定 的 整数 了 之 2 及 任 一 x € 针 ， 
正 实 路 数 ps ，psz(t ,…，&w tt) 给 出 如 前 ， 它 们 具有 性 质 
《下 )，《〈《ii》。 又 设 关 是 X 上 对 gps( 一 00 过 1 过 00) 来 说 的 不 变 且 
可 通 的 正规 测度 。 则 对 于 1, 2，…，, 上 的 某 一 排列 下 一 p(X), 一 
切 使 诸 不 等 式 

1 rr Min{Bspo le)» hope 2) s+ bop-n Ct)} 

ra Maxther CO shana od) hn dt 0 

C1i) 


1 rz Min{hsp CD) shpatp CE) hp C2) } 
Rr | MaxTh ro Cr Bm) Bra vd) HT> 0 
C11i) 
Rl 
都 成 立 的 +E XX 作成 的 集合 砂 是 一 个 在 pC 一 口 和 上 < oo 下 
不 变 的 p- 可 测 集 合 , 且 W 具有 pm- 测度 1， 
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证 命 屿 为 Descartes 积 X# 一 以 X《 一 oocoy 上 由 瑟 的 测 
度 上 及 (一 cco) 的 Lebesgue 测度 所 当然 给 出 的 积 测度 ,考虑 
X” 上 的 函数 站 (zxz， 贡 一 AD。 我 们 说 ,对 任 给 的 1 志 1 志 1 
存在 1,2,-…, ?的 一 排列 《一 ri) 及 X* 中 一 闭 于 集 Hi 使 得 
下 述 (1), (2) 成立 ,其 

(1) 对 任 一 (x,t)€ Hj, 和 恒 有 

Bo Ts) > hr rt) hi x2); 

(2) 命 所 (x,:) 为 集合 Hi 在 X* 上 的 特征 隔 数 ,由 有 

1 


亚 寺 | Hi(x,1)dv* > 0。 
rT Pe i 3 1) 


我 们 将 对 7 取 归 纳 法 来 证 明 这 断 语 ， 事 实 上 , 当 了 一 工时 ,这 

断 语 显然 成 立 , 只 须 取 H, 一 X5. 今 设 这 断 语 对 某 一 1 委 1 < i 已 
成 立 。 对 每 一 1 魏 大 < 委 六 记 

Bi— {x,t) €E Hi bir rt) htt)}, 

Bri™— {x,1) € Hi;lhir( r,t) < he X12)}, 
因 囊 是 X"” 中 的 闭 子 集 , 故 据 定理 假设 中 所 述 关 于 函数 及 (x ,1) 
等 的 连续 性 《i*)、Bi 及 Br 也 都 是 X* 中 的 闭 子 集 。 又 Hj 二 
BiU Bi:， 这 蕴涵 Hi;(x,7) < BiCx,t) + (x,1), 这 里 BiCzx, 7) 
及 Bi(x, 1) 也 分 别 表示 集合 Bt 及 B4 在 X# 中 的 特征 函数 ， 
于 是 据 归 纳 假设 ,对 每 个 1 乞讨 f 易 见 这 两 个 不 等 式 


吏 十 | BaCest)drn > 0， (11) 
lm 二 | Bsa > 0 《TD) 
中 至 少 有 一 个 成 立 ， 


设 不 等 式 (11) 成立, 则 我 们 的 断 语 对 i 十 1 成立; 这 时 可 取 
1,2,.… ,+ 十 1 的 一 排列 为 znC1) 一 十 1 Tn) 一 TC 一 1) 
对 2 所 f+ 1， 并 取 Hit 一 Bi， 设 不 等 式 《7;) 成 立 , 则 我 
们 的 断 语 对 i 十 1 亦 成 立 ; 这 时 可 取 1,2、…, 1 十 1 的 一 排列 为 

Ti R= rR) 对 1Sj TCF 二 1) 一 1 十 1 


ee 


并 取 Hirt 一 Bj。 今 设 《1,) 及 《无 ) 都 不 成 立 , 则 必 有 2 专 加 志 1 
使 得 《Zi,-1》 不 成 立 但 《1;,》 成 立 ， 记 

Ci — {Cx,1) € Bj;, hit) > hii Cx )} 9 

Ci = {xo7) € Bi Nhir(xot) < AeroOCzsr))。 
易 见 Ci 及 Ci 都 是 X* 中 的 闭 子 集 。 又 Bi 一 Ci; UCn 且 
CiCBi ri 这 些 蕴 涵 

BiCxs1) CCxt) + Ci xt) 
及 
Cilxst) Bi x,t), 

其 中 CiCx,?) 及 CCxsr) 也 分 别 表示 集合 Ci 及 C5 在 X* 中 
的 特征 函数 。 于 是 , 因 《 了 到 -~ 不 成 立 但 (1;,) 成 立 , 易 见 


Em Ci rst)d > 0. 


了 -am TT ,he 
我 们 的 断 语 由 是 对 了 十 1 仍 成 立 ; 只 须 取 1,2,…,1 十 的 一 排列 
为 
ri(k) 对 大安 为 一 1， 
Tit1Ck) | 二 1 对 天 一 加， 
Ti 一 1) 对 之 jh; 
并 取 Bi = Ci;， 现 在， 归纳 步骤 完成 。 我 们 的 断 语 就 证 明了 ， 
命 p 一 +1。 下面 我 们 将 证 明 ; 1, ?2,…,! 的 这 一 个 排列 一 
2( 允 》 是 一 个 返 合 定理 中 所 述 要 求 的 排列 换言之, 即 对 这 排列 来 
说 , 一 切 香 不 等 式 《4)》 及 (11) 对 于 大 一 1,2,-… ,i 痢 成 立 
的 x EX 作成 的 集合 不 是 一 个 在 所 一 二 上 < co) 下 不 变 的 
2- 可 测 集 , 且 x(W) 二 1， 首先, 让 我 们 指出 ， 若 命 
mrs) oo Min{ho rd) ho Crst) se, ho nt)}s 
Mx) 一 Max{hoco Cr»1), Boctti oz) “9 hp x 2)}, 
miCx,t) } . 
MiCx, zt 1 
《zsor)EXH。 大 一 2。3 -1 
则 恒 有 NaiCx:t) > 0， 由 是 据 前 下 已 证 的 断 语 中 的 条 件 (1) 及 


4 和 » 


Nilx,1) = Min | 


《2)， 我 们 有 
1 


Ji() 一 re NiCx,t)dvt 
To TT JXxO,n 


> lim | (r,t)dr* > 0, (6.1) 
T->m T JXxO.T) 


下 二 2，3,:…', 1。 

我 们 也 将 记 
mATX st) = Min{hpa x 37) hpcatl Tt) LAE 1)}, 
MKCX51) 一 Max{hp zo) hoalTst)s*, Hoku )}, 
Nac) Mia ee ， 

4 MaCx» 7)” 1? 

《xs EX R= 2,3,...,1, 
并 考虑 


1- Em Ls Nn, 
T=>~= TT JXXO,T 


对 任 一 xEX， 置 
Met) mx9t), Milt) = Mx,!), 
MA = mr Mo C7) = Mr) 
明显 地 ， 
了 2 (2) a (C2) 
MAC 及 Mt) 
分 别 是 定理 叙述 的 不 等 式 11) 及 《11i) 中 的 被 积 函 数 ， 又 命 
WY +( 多 ) 为 使 得 不 等 式 《11) 成 立 的 一 切 xeX 作成 的 集合 ， 
及 -(&) 为 使 得 不 等 式 《111) 成 立 的 一 切 EX 作成 的 集合 
(一 2,3,.…- ,1)、 则 显然 有 
Wo Mn WRON WOR)). 

我 们 说 WAX) 及 邢 -(*),， 一 2，3,-"…,1， 都 是 XX 中 对 
go 一 co < 之 oo) 来 说 不 变 的 子 集 。 事 实 上 * 若 对 任意 的 x EX 
及 一 cc<5<oo， 置 

ms) = Min 1857。 有 5 


9 45 。 


M.S) 一 Max {hos), hea) hks)} 
(ms(s) 及 Ms) 都 > 0)， 则 定理 假设 中 所 述 条 件 (ii*》 蕴 涵 
对 任 一 一 co 1 于 co， 
mals + £) Ms t+ 2) 
mexsa Ct) 2 M osm Ct) < 
ms + 7) Mits + 7) 
了 te Ct) > ， M os Ct) < 
天 一 2 3 
从 而 
1 fr mp Ct) 
还 工 | Mt 
ms) 1 rmas 十 
UO D7) NA Tt 
ms) 1 Ir mst) 
-到 了 | WCG 4。 
同样 地 ,有 
x moits {1) 
mT 
ms) 1 crm kh) 
> HO | ey as 
A= 2, 3 .51 
从 这 些 不 等 式 , 易 见 我 们 的 冉 语 成 立 。 
应 用 Fubini 定理 ,可 表 J4(k) 及 J《%) 为 


cd- en) 


(0 
和 一 2.3， (62) 
IO- Bm LE) (NC nde )at 
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-Im | (二 | Ni(x, as) dps 


了 直 一 哈 


天 023 

我 们 将 借助 这 些 式 子 来 继续 进行 定理 《6.1) 的 证 明 。 

在 《6.1) 中 我 们 已 给 TCR > 4 (一 2。33 9 
在 再 证 明 

JAR)> 0 8 一 2，3，… ,1 
事实 上 , 据 定理 假设 中 的 条 件 (ii*), 有 
hiC px) st RCTss) = hiCxss + 1), 
于 其 中 置 ;一 一 :。 就 得 
hiCPEANI RAI kl, 2 ,i 

从 这 式 子 易 导 出 


RS 
I 


1 
Mialx, —1) 一 mp Cy DD 多 
R= 2,3,..",1, 

从 而 
mz —1) mp st) 
CR 
Ni(xs—7) = Ni(p-lr) ,7). 

对 这 后 一 式 子 的 两 端 就 六 上 的 测度 上 取 积 分 就 有 


| Ne, 一 Dean 一 人 NCPCe) san. 


(6.3) 


。 我 们 现 


(6.4) 


但 据 定理 假设 ， 和 上 的 测度 上 在 p(—o0 < 二 oo) 下 不 变 , 易 见 


| NiCp-lx), Ddp 必 上 NiCxst )die, 
因此 ， 
| pe | NiCxs1)d pe 
或 x 
这 结合 (6.2), (6,3) 及 (6.1) 给 出 
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TR > 0, 4—2,3,...,1, 
也 就 证 明了 (6.4). 

我 们 说 WW:(&) 是 X 中 的 p- 可 测 子 集 且 wn (Wi(#))>>0 
(一 2。3,，……, 人 .这 是 因为 晃 数 milx, 1)/MiCzx5t) 在 X# 上 
连续 ,从 市 

WA) 一 {se X| Lx,T)> 中 


是 天 的 p- 可 测 子 集 , 其 中 


ST TT) Ne 
类 似 电 ,我 们 也 有 X 的 一 -可 测 子 集 


BA = {ze x 


1 | ma 1) 


fm $7, 7T)> "|， 
TT- 


其 中 
Lz,7)— | Ne Dae. 


但 据 (6.1》)，J+CK) > 0。 于 是 。 因 #8 是 X 的 有 限 测 度 (p(X) 二 
1) 且 Nixs1) 是 X* 上 的 有 界 函数 《0 < Nilx,1) 专 1), 据 
(6.2) 易 验证 x《 子 iC()) > 0。 又 从 NiCxsr) 的 定义 我 们 有 
WrCk) IOV). 

这 给 出 xW1( 多 )) 之 0。 周 样 地 ,用 (6.4) 等 我 们 及 _-(R) 是 
中 的 wx- 可 测 子 集 且 zx(W_(X)) > 0. 

据 假 设 , # 是 苹 上 一 个 在 pg( 一 02 所 上 < co) 下 不 变 及 可 通 
的 正规 测度。 既然 多 CR)》 及 WV.(#) 都 是 X 上 对 p( 一 00 二 
f 之 00) 来 说 的 不 变 的 wx- 可 测 子 集 且 

ux WED) > 0， nCW (RK)) > 0, 大 2 


WN tt WR NW RY) 
是 关中 一 个 在 go 一 o < 上 < oo) 下 不 变 的 p- 可 测 于 和 集 , 和 且 


(WW)= 1., 
定理 6.1 证 完 ， 


注 前面 提 过 ,$$2,3 中 的 正 实 水 数 5oi(#) ,a &€ 多 地, 对 于 


ea 4$ 。 


池上 的 变换 群 XI 一 o 过 :< 之 co) 来 说 适合 本 节 中 所 述 的 条 
件 (这 ) 及 (ii)， 现 在, 设 & 是 FF 上 一 个 在 X#( 一 co < 之 1 < 
co》 下 不 变 及 可 通 的 正规 测度 。 据 定理 (3.1), 则 使 得 对 太一 1， 
2,…-，,/ 都 有 极限 


的 一 切 ee 多 作成 一 个 在 X 兴 一 0 和 上 < 00) 下 不 变 的 pg- 
可 测 集合 W'， 它 具有 pw- 测度 1， 简 记 


CE | WB ds R=1,2,."*.,1, 


并 设 i 守 2。 若 这 里 诸 ec 彼此 间 痢 不 相等 ,例如 说 , 诸 ck 列 成 
cp > con Cptns 
则 定理 6.1 对 于 这 些 函 数 xs (x) 以 及 1,2,… ,i 的 这 一 排列 
p(&)》 来 说 容易 看 出 成 立 . 事 实 上 ,这 时 易 狂 证 对 任 给 的 一 a € W'， 
恒 有 某 一 个 了 使 得 当 > 了 时 
Lp) CF) > Cp lt) 之 … "一 Cp Ce) > 

从 而 定理 6.1 中 的 不 等 式 《414) 战 立 (一 2,3,"…,?)， 类 似 地 
可 验证 定理 6.1 中 的 不 等 式 (141) (一 2， 3。……，!)》 对 任 一 
x € W' 这 时 亦 成 立 , 可 是 ,假如 这 里 有 茶 些 个 数 的 cx 彼此 间 相 等 ， 
我 们 不 能 用 这 种 办 靶 来 直接 导出 对 于 函数 to4 (zs) 来 说 的 定理 
6.1, 

现在 ， 我 们 仍 回 到 本 节 开 始 时 所 给 的 空间 X 及 其 上 的 单 参数 
变换 群 p( 一 0 和:<<co)。 记名 为 X* 一 KX( 一 00,00) 上 
一 切 具 有 性 质 《i*) 及 (ii*) 的 正 实 函 数 & xy 2) 作成 的 集合 ( 即 
bh(*, +) 连续 ,有 上 且 对 任 一 xE 和 AD 一 h(x,!1) 适合 条 件 

hpi CO RS) = hts 十 1)). 

易 直 接 验 证 ， 若 内 xz) 及 (x,t)E 怠 ， 则 晃 数 h(x h(x, 7) 
及 11A(xs1) 也 都 已。 

对 任 一 x€X 及 与 Y 相 联系 的 (一 oo， c ) 上任 一 遂 数 天 (2 
及 任 一 > 0， 我 们 将 记 h,() 为 实数 集 


{rE(—00,00)|h,. (1) > 0} 
在 《一 co ,co》 上 的 特征 函数 、 设 多 x,2)ES，。 置 C7) 一 h(x,t). 
命 五; 为 一 切 具 有 下 述 人 性 质 xeX 作成 的 集合 ， 即 对 于 * 存在 
一 e > 有 0 使 得 


i TT 
Fim 二 | hs At > 0， (6.5) 
0 


Ta 于 


同样 地 , 命 E: 为 一 切 具 有 下 述 性 质 的 x€ XX 作成 的 集合 ， 即 对 
于 * 存 在 一 。 > 0 使 得 


=- 1 了 
Ei 二 | hu dt > 0, C6.6) 
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我 们 可 应 用 定理 6.1 来 证 明 下 面 的 定理 6.2， 

定理 6.2 命 紧 致 的 可 度量 空间 天 及 其 上 的 单 参 数 变换 和 群 
TP 一 00 二 <c) 以 及 蚤 数 集 5 给 出 如 前 ， 设 # 为 X 上 一 个 
在 of 一 o < 二 co) 下 不 变 且 可 通 的 正规 测度 。 任 给 以 x,!) € 
皇 ， 我 们 以 上 述 方式 定义 集合 E4 及 EsCX，。 则 (Bh 及 E* 都 
是 和 中 在 Pp( 一 @ 二: < 00) 下 不 变 的 p- 可 测 子 集 , 县 EB4 及 
Et 两 个 中 至 少 有 一 个 具有 pg- 测 度 1. 

证 我 们 先 证 54 是 中 对 gp 一 2 二 + 二 0) 来 说 的 不 
变 于 集 。 事实 上 , 任 给 一 x*€ 8E4， 则 据 定义 ,对 于 * 存在 一 e >0 
使 得 (6.5) 成 立 。 对 任 给 的 一 一 co < :一 co 简 记 x* 二 q(x) 
并 置 e 一 ef/4.《sX 其 中 h,(s) 一 所 x,s))， 据 定理 假设 ， 

ht sh) ht). 
于 是 , 易 见 js(z) 一 er(? 一 5)， 从 而 
-一 1 -g -一 1 rT 
lim | 下 一 lm . het) dt > 0, 

故 x € E4。 这 证 明 84 在 一 oo 二 + 二 %@) 下 不 变 。 同样 可 
证 Es 也 在 pK 一 % 二 + 之 吕 ) 下 不 变 。 

其 次 ,对 任 给 的 一 xeX， 简 记 

BC) 一 Min {hs C2) ,1} 

(这 是 (一 co co) 上 一 连续 的 正 函数 ) 我 们 说 xe E$ 的 一 个 充分 


“ SO * 


必要 条 件 是 
-一 1 (7- 
Em | F.C dr > 0, (6.7) 


事实 上 , 设 (6.7) 成 立 ， 置 


1 一 
Bm .| B.C a > 0, 


则 因 (2 二 1， 用 命题 4.5 充分 性 部 分 的 证 明 中 一 办 法 ,在 这 里 
可 证 


-一 1 了 
Es | Fl) a > 0, 
v 


Tw TT 


其 中 he(o) 表 实 数 集 和 E《 一 ,00)|$,() 之 4] 在 (一 coyoco) 
上 的 特征 函数 ; 易 见 恒 有 jsp 之,《t)， 从 而 《6.5) 对 这 4。 成 
立 。 这 证 明 条 件 充 分 ， 其 逆 ， 设 对 于 x 存在 一 。 > 0 使 得 (6.5) 
成 立 。 置 se 一 Min{e ,1}。 于 是 , 易 见 


二 所 (Dh) hl), 


从 而 《6.7) 亦 成 立 。 这 证 明 条 件 必 要 ， 断 语 证 完 。 
从 上 述 断 语 ，E* 是 pg- 可 测 的 ,因为 

EA [ex| 亚 HCx,T)> 路， 

其 中 
Bx, 7) . Min{hCx, 21), I}de, 
Ti 

而 Min{hC(x, 1?), 1} 是 X# 上 的 连续 函数 。 同样 可 见 8* 也 是 
&a- 可 测 的 . 

我 们 现在 应 用 定理 6.1 来 完成 这 定理 的 证 明 。 于 此 ， 我 们 将 
考虑 和 上 的 三 个 函数 率 x,?) 及 人 一 jx, t) 一 1 这 些 
都 是 名 中 的 函数 照 定理 6.1， 则 对 于 这 三 个 函数 的 某 一 个 排列 
来 说 ,一 切 使 得 与 这 排列 相应 的 一 组 不 等 式 《11) 及 (111) (一 
2, 3)， 都 成 立 的 x &EX 作成 一 gp- 可 测 集 W, 且 WD) 一 1. 
可 是 ,由 于 #Kzx;#) 与 h《x, it 相等 ,这 三 个 函数 的 让 有 可 能 不 
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同 的 排列 方式 是 
{1 1;pCzst))，{128Cxz3r)11，{ACzsrf) 1 ii。 
拒 前 两 种 排列 方式 , 则 对 任 一 x€ WW 我 们 都 有 
Lm, 2 | Min{1,8. (2) Yd 一 nm, fe kl) di > 0, 
由 是 据 前 面 所 述 一 断 活 ，WCE;; 从 而 p(B4) 一 1。 照 后 一 种 排 
列 方式 , 则 对 任 一 x W 我 们 有 


tr ea 
而 二 | Minfh, Da ~ Ha | hd > 0， 
TJ T-m TJ 


人 -中 


起 是 据 前 面 所 述 一 断 语 , 亦 有 玉 YCE4; 从 而 xz(B 包 一 上。 定理 
6.2 证 完 。 


47. 格 数 退化 的 3 维 常 微 系统 


本 章 前 面 诸 节 中 我 们 讨论 了 M* 上 的 标 架 由 于 单 参数 变 换 
群 由 一 oo 过 + 之 00) 的 影响 所 产生 的 某 些 统计 式 的 数量 性 质 . 

今 设 下 是 M” 中 一 非 空 的 闲 子 集 , 不 包含 奇 点 且 在 4 一 2 二 
1 < oo) 下 不 变 , 任 给 1 委 上 委 zz。 考虑 M” 上 一 切 的 ,在 F 中 的 
点 处 其 有 下 述 性 质 的 正 交 六 蒜 架 9 作成 的 集合 Urt， 这 性 质 是 
& 中 的 第 一 个 向 量 是 M* 上 对 系统 § 来 说 的 积分 线 的 一 个 切 向 
量 。 用 我 们 以 前 的 记号 来 表示 , 即 Up， 是 这 样 的 集合 : 

Lp 一 {oa€é Filg a) EF 


ga)= rsSCg(e)), rt AFF0€(—00,%0)} 
(qt 是 从 投 射 : 名 1 一 M")， 记 U0 入 为 一 著 正 规 的 i- 标 架 € 
Un: 作成 的 集合 , 即 
UE = UnN CF 

由 于 F 在 由 (一 达 1 < 之 00) 下 不 变 ， 据 《1.1) 及 (1.6) 易 
见 Ur 对 于 多 ;上 的 单 参 数 变换 群 X《 一 co 天 上 < 二 co) 来 说 是 
多 1 中 的 不 变 子 集 。 类 似 地 ,可 见 U 叶 对 于 9} 上 的 单 参数 变 
拘 群 X 折 一 co < < co)》 米 说 也 是 多 证 中 的 不 变 子 集 ， 因 M* 
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及 安 # 都 是 紧 致 的 可 度量 空间 且 站 是 M"” 的 闲 子 集 , 据 系 统 5 
的 连续 性 易 巨 UD 是 紧 致 的 。 白 然 ,U5 不 是 空 集 。 为 考察 
U 昌 的 标 架 中 各 个 向 量 的 长 度 在 变换 群 X#( 一 2 之 :过 0%) 下 
的 变化 ,以 前 的 定理 3.1 可 以 应 用 ,. 照 这 定理 来 说 , 则 对 U 间 上 上任 一 
个 在 好 (一 co < 之 +: < 之 co) 下 不 变 及 可 通 的 正规 测度 g， 一 切 使 
得 具有 极限 


; 1 1 
lim T log SailCT) pa log toxCT) 下 本 wiB) adn, 


A 1 
的 ge 0 入 作成 一 个 在 对 (一 co 过 :二 oo) 下 不 变 的 p- 可 测 子 
集 , 它 具有 pr- 测度 1 
我 们 有 
— ISCOD gtr oevut 
Si Cl A 
事实 上 ,这 易 从 (1.1) 及 (1.6) 等 准 出 . 
对 0 后 上 任 一 个 在 糙 ( 一 oo 之 + < oo) 下 不 变 及 可 通 的 正 
规 测 度 p， 我 们 有 


(og, C2dn = 0. J 


事实 上 ,FF 是 紧 致 的 且 对 任 一 x EF, 恒 有 5《x) 兰 0。 故 据 
(7.1) 及 3 的 连续 性 易 见 对 任 给 的 一 a《 0 芒 ， 前 数 log go 《22 《对 
一 切 一 之: < 之 ce) 有 上 界 < oo 且 有 下 界 >> 一 co， 由 是 


lim 二 log SalT) = 0. 


了 -中 


这 给 出 《7.2). 

我 们 自然 希望 对 于 多 上 的 其 他 1 一 1 个 网 数 w:(8)， 
cp eoltfB) 也 有 一 些 进一步 的 了 解 。 可是， 在 最 一 般 情 况 
下 ,这 方面 我 们 目下 不 打算 论述 。 设 M* 的 维 数 二 3, 并 设 FF 的 格 
数 x*《F) 一 1 《这样 了 的 存在 的 例子 见 $5 中 )。 在 这 情况 下 我 
们 可 以 有 下 面 定 理 中 所 述 的 结论 ， 
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定理 7.1 设 M" 的 维 数 上 一 3。 并 设 F 是 对 ! 中 一 个 不 包 

含 《 对 系统 3 来 说 的 ) 背 点 且 在 $8. 一 00 二 < co) 下 不 变 的 非 

空 的 闭 子 集 , 它 具 有 退化 的 格 数 ， 则 对 于 U$ 一 VC 多 才 。 这 

里 刀 的 意义 给 帆 如 前 》 上 任 一 个 在 如 (一 oo < < co) 下 不 
变 且 可 通 的 正规 测度 ce, 我 们 有 

7 Pe ae)dn， (7.3) 


证 任 给 UU 上 一 个 在 X# 一 ce 二! 过 00) 下 不 变 且 可 通 
的 正 现 测度 x。 用 定理 $1, 我 们 首先 任 取 定 M? 上 在 一 点 x€ F 
处 的 正规 标 架 


到 王 _SCx) 二 弄 来 
RE 
使 得 有 极限 
lim 二 log at T) 一 im 二 log br 7T) 一 a wpP)dr, 


3 (7.4) 
为 了 方便 ,我 们 将 如 同 在 $4 中 一 样 , 也 考虑 在 # 二 3 这 情况 
下 的 空间 到 +C2 及 红 #CY, 等 ,并 记 
Lo- (pt) (FCH, 
记 和 一 《aaszs) ,这 是 一 正规 标 架 上 如 #。 据 《5.5), 我 们 有 
CHE) em ba2lt), CHat) — baslt), (7.5) 
其 中 经 2) 之 |64xg$(2)N (=1,2)， 又 据 (1.4) 及 的 定义 
等 ,我 们 有 
CEE) = ECD, le) (Ds (7.6) 
其 中 54 一 上 上旬 B(6)N C= 1,2)， 这 里 后 一 不 等 式 以 及 (7.5) 
蕴涵 
log é#1(¢) > log et¥1t) 一 log Gaslt), 
从 而 


Em 1 log EAT) 2 lim L log taCT) 
了 -em 了 了 -中 T 


34% 


一 im Llogta(T)2 lm 上 iog 寻 KT)， (7.7) 
7 一 ae T»-o 人 


我 们 将 证 明 存 在 极限 
lim L log tT) 一 lim 二 bg .CT), 
省 2 人 (7.8) 
lm 一 log tx TY 一 lim 下 lo CT ). 
T>-~ 7 了 -一 7 
由 是 这 结合 (7.4) 一 (7.7) 就 证 明了 定理 结论 中 的 等 式 (7.3). 
为 证 明 《7.8)， 我 们 考虑 双 上 的 函数 
wl#) = wa BC) ), 
这 里 ，wx(8) 是 给 在 $2 中 的 安 : 上 的 函数 , * 是 M* 上 的 切 向 量 
< 所 又 站 是 由 式 子 
= (Stelu > 
ey (eee ) 
定义 的 映射 : 区 一 多:。 所 命题 2.1，w(w) 是 所 上 的 连续 函 
数 。 又 我 们 有 了 映射 Bl S LE 使 
(ta ytfz) is =1,2, 


我 们 说 
log ss(T) 一 | oboe))ds, R12 0.9) 


其 中 (一 00 过 :< co) 是 给 在 $4 中 的 绕 # 上 的 单 参数 变换 
群 。 事 实 上 , 据 《5.47 我 们 有 如 区 9 一 bay:(t)， 其 中 

_ SCplH1)) ,HAVE Fk 1,2, 

i (ee ) 
故 据 引 理 3.2,， 欲 证 明 《7.9>》 只 须 证 

twolOpFE)) 一 wo XFCEL)), 大 一 1，2， 
这 里 好 (一 2 < < 00) 是 外 8 上 的 单 参 数 变换 群 , 见 $3， 但 
这 等 式 克 从 同 及 闭 的 定义 以 及 (1.6) 得 出 , 即 
pH) 
wo PE ww Toc) 


a 呈 由 


SCPdK ED) PRR) AN 
(II To) 
Re aml XECE: 》)。 
由 是 (7.9) 成 立 。 
和 欲 完 成 《7.8) 的 证 明 , 我 们 将 如 同 在 $4 中 一 样 ,考虑 工 的 2 重 
Descartes 积 工 一 工 X 工 中 册子 空间 
LE {m1) € Liou) 一 p(n)}, 
这 是 紧 致 的 空间 ， 在 L* 上 也 可 定义 单 参数 变换 群 $5 扩 一 0 一 
1 之 o0 》 使 由 at) 一 《pF(m)，#(wz))。 于 是 ,考虑 了 上 的 
函数 ZKa yaf2) 及 
S912) 一 | ob) 一 wr)|, 
这 些 都 是 L4# 上 连续 的 (因而 也 是 有 界 的 ) 函 数 。 命 
Ve= {mm) € 工 #| Kiza) 一 0}。 
则 据 vm sm) 的 定义 等 , 易 风 Vs 时 一 切合 #2 一 土 志 的 (#1312) E 
L# 所 组 成 。 据 命题 2.1;, 亦 易 胸 对 任 一 《myza)6E 7#， 便 有 
(xyza) 一 4。 
现在 , 任 给 一 > 0， 考虑 一 站 区 (一 ss8))， 这 是 Ts 在 
L*# 中 的 一 邻 域 ,从 Ls 的 紧 致 性 及 7 的 定义 等 ,可取 s >0 使 
得 只 要 《zayxz)E 工 # 日 (st 过 8 ， 即 有 Et 二 8。 文 
对 于 前 面 所 给 的 &e 绕 #$， 易 见 46e 工 ?。 于 是 ,考虑 函数 nC) 一 
?C8(G)) 及 哼 《t)《 见 $4)，。 因 F 具 有 还 化 的 格 数 《 据 定理 假 
设 ), 故 有 


到 把 这 1 T 六 1 
| na ds 一 Lim, | Nar) dr 0 (7.10) 
从 而 对 任 一 TT 过 > 0 或 TT<0， 


1 #CH)) — ww 应 

世 (CaoCBdHED)) — wl Op CE ds 
1 2 

< 工人 Cd#Ca))d 
一 二 《1 — ny GEE ) ds 


1 


+ DCpra))d 
| nltim ps Da 


1 {7 E {7 
| Edz 十 sup Cus | 一 人 neds, 
Tn Crime 二 村 Ei 


“ 这 结合 (7.9) 及 (7.10) 等 给 出 


恶 | 六 cossx7) 一 log Es.CT))Y < gs 


二 | 1 交 [ow £* 
oe.| 廊 Co tC7) log 总 《77 6 


但 s 是 任 给 的 一 数 > 0。 故 有 极限 


lim 2 (log HT) — log S(T)) ~— 0 


= bm FClog srAT) 一 log sfAT)). C7.11) 


现在 ,《7.8) 的 证 明 易 用 《7.11) 及 (7.4) 一 《7.56) 等 完成 。 定 理 7.1 
证 完 ， 

同样 方式 可 用 来 证 明 (一 紧 致 的 2 维 C” 型 微分 流 形 ) M 上 
C! 型 党 微 系统 5S 的 一 个 相 类 似 性 质 , 即 

定理 7.2 设 M” 的 维 数 一 2 并 设 F 是 M! 中 一 个 在 
9 一 co < 之 :<< 吕 ) 下 不 变 的 非 空 的 闭 子 集 使 得 xCF) < 2。 则 
对 于 gr 一 《cs P)》 上 任 一 个 在 XR 六 一 0 < < op)》 下 不 灾 
且 可 通 的 正规 测度 w， 我 们 有 


ui(pDdr 一 | od, 
Up Kp 
这 里 *CF) 的 意义 见 54 末 ，wmiCP) (一 1, 2) 是 $2 中 所 
给 的 多， 上 的 函数 ，4# 是 从 投 轴 ;了 FM:(33). 
$ 8. 方 阵 Rt) 及 发 散 量 div3 


考虑 M* 上 的 正规 标 架 从 多 +#。 任 给 对" 上 一 点 x 处 的 一 
止 规 标 架 a 一 (#13 2 ~ 时 人 ,Hn) > 并 简 记 
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C 间 一 《ri tn po) XP) EE Bs. 

则 alz》 可 取 作 M* 在 点 $,(x) 处 的 切 空间 的 坐标 系 。 对 M* 上 
在 x 处 的 任 一 切 向 最 w， 我 们 希望 考虑 M* 的 切 向 量 $B.(2) 一 
dgpi:lx) 在 坐标 系 aGtz) 下 的 表达 方式 。 但 因 = 一 《mxwa 59) 
是 M" 在 x 处 的 切 空间 中 一 坐标 系 且 由 把 这 切 空 间 线 性 地 了 映射 
至 M" 在 $,(x) 处 的 切 空 间 上 , 故 对 于 所 述 目的 来 说 ， 我们 可 特 
列 考 起 Bi(c) ee (@,(m), Bm), 3 Pus)) 中 的 有 个 向 量 
DC), 


为 此 ,我 们 简 记 
i 0 
Ys(D = T(ei(e)) 人 加 
E 


其 中 右 端 前 一 方 阵 是 如 同 $1 中 所 给 的 三 角 式 (* 阶 ) 方 阵 , 后 一 个 
是 对 角形 式 的 方 阵 。 于 是 ,所 多 # 上 的 变换 对 的 定义 ($51,3)， 
易 见 

ot) = BD) ,Ce); (8.1) 
从 而 有 

Da) = el Xolt), 
其 中 Xf) 一 了 22) ( 风 Xt) 是 B,Ca) 对 al?) 来 说 的 坐标 方 
阵 )。 这 Xlz) 是 一 个 三 角 式 的 方 阵 ， 其 对 角 线 元 素 顺 次 是 
《区 :et (99。 我 们 将 用 下 面 的 记号 : 设 

gl 一 《0 及 
均 为 M" 上 一 点 * 处 的 标 架 。 记 ae sa 一方 阵 (wi ，wi)《 其 
中 局: 表 志 及 坟 的 内 积 )， 我 们 说 Xx) 适合 # 维 欧 拓 空 
间 E* 上 的 常 微 系统 
HY 一 RK), (8.2) 


其 中 
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RC) = af， [TELa) Y(t) — Tale)], 

VOD(a) 《YE VO) 3 SVB( un, )), 

Yalit) 一 (DAOR /AO 二 Vualt) ), 
PAwr) 及 Yu) 表 名 (nw1) 及 wlt) 沿 系 统 S 过 > 处 的 积分 
线 的 共 变 徽 商 《5$2)。 事 实 上 , 据 了 。G) 的 定义 以 及 Q2.3) 一 (2.5) 
等 ， 易 见 Ye(t) 对 * 是 连续 可 微 的 . 于 是 ， 据 《2.3) 直接 计 算 
(8.1) 中 西端 的 ae( 一 《ia( 昌 :oz yuxi) 等 的 共 变 微 商 , 即 
有 

ve(e) 一 (ved(a))Y。CD + ea)2 Ya 

— (Va Yt) + alt) Kole) 人 


又 
,ad a adY (i) 友和 人) 
0 ECX) = Xe A + (2) Y.(D)。 


这 给 出 《8.27， 

据 $2 中 所 述 以 及 Ys(z) 的 定义 等 , 易 册 RO) 对 aE 多 8 及 
一 00 之 :之 0 来 说 是 连续 的 ,换言之 ; 即 : 若 命 RCa,1) 一 R。(#)， 
则 及 是 从 访 # X( 一 0,00) 到 (wn 阶 ) 方 阵 空间 中 一 (连续 ) 上 映 
射 , 这 方 阵 空间 是 可 度量 的 ,其 一 度量 6 可 如 是 取 使 

CC)— Maxiileii — ciil, 
其 中 
C=(ci), C= (ce). 

当 Cc 是 0 方 阵 时 ， 我 们 简写 SCC) ys FC ,0), 

定理 8.1 Rs) 对 ae 多 # 及 一 oo < 之 1 过 00 来 说 是 有 界 
的 , 即 ， 存 在 一 数 * 使 得 对 一 切 (ay1)&《 多 *# X( 一 co co)， 便 
有 5CR.2D) 志 7 

这 定理 证 明 稍 后 就 给 出 。 首先 ， 我 们 提 述 一 下 ;， 因 clD*。 
g(t》 是 单位 方 阵 , 据 (2.5) 我 们 有 


0 一 Co ob)) 一 at， Valty TF CVT) et， 


5 


故 Rtv) 与 它 的 转 回 方 阵 Re Oo0” 的 和 是 
RD 二 RADT 一 ef » (Tha)Y ,CE 
+ [CYP Dal), (8.3) 
实际 上 , 式 子 (8.2) 所 表达 的 事实 与 常 微分 方程 式 论 中 一 个 关 
于 E* 上 一 线性 常 微 方 程 组 的 经 由 的 Perron 约 化 定理 ? 相 类 . 
(此 处 , 因 X(t) 是 三 角 式 的 方 阵 , 所 以 RL?) 也 是 三 角 式 的 .) 下 
而 , 我 们 将 看 出 在 这 方面 更 多 的 联系 。 设 了 为 M” 中 一 开 子 集 , 具 
有 下 述 性 质 《1*) 及 (1°), 即 
(1?) TV 非 空 且 其 闭 包 V9 是 紧 致 的 。 
(11*) E* 中 有 一 开 子 集 吕 ， 其 上 有 一 5” 型 可 微 的 在 中 拓 
扑 变 换 ry:0 -> M”《 亦 妈 U 中 的 点 z == (z1, za za) 作成 
以” 的 一 忆 部 坐标 系 ) 使 得 hv(V) 包含 V5， 
设 Riemann 流 形 M” 在 UU 上 的 基本 二 次 型 是 


dr = D) gi(2) dzidzis 


又 局 部 地 , 设 系 统 5S 在 VV 上 表 成 常 微 方程 组 


i Se)s i 1 2 es to 
dt 


Glz) 二 方 阵 《gii(2))，P{z) 一 方 阵 (pi(s))， 
其 中 z € UU 使 hy(z)《 V5， 


Piilz) 一 | > (2 Sx 


(向 是 Christoffel 记号 ). 对 于 V9 中 一 点 处 的 正规 标 架 6 一 

(yu V4,-……，V。) 我 们 将 考 虎 方 泗 
A(B) = (VF)), 

其 中 (V1(B)，Vw(8),…… ,VB)) 是 8 在 UU 上 表 成 的 向 晤 ， 振 


1) 这 定 部 的 叙述 及 其 意义 可见 5S, Lefschetz, Differential Eauations: Ge 
ometric Theory 《1957，Ntw York》 一 书 的 131 一 133 页 ， 
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yo 的 紧 致 性 等 , 易 验 证 C(z),P(z) 及 A(8) 对 于 x 及 8 来 说 有 
界 , 由: 存在 一 数 rr > 0 使 得 
CGC)) Srv GP) ) ry 对 任 一 z € U 使 和 (ze yc， 
(ACB)) 所 ry 对 V9 中 任 一 点 处 的 任 一 正视 标 架 及 (8.4) 
现在 ， 命 正规 标 架 «一 (wis ta ia) 及 alt) 一 (mC?)， 
#X 引 ,tn( 引 ) 仍 给 出 如 前 ” 设 对 于 茶 一 一 c < < co， 
grto(t ))< TS ， 
其 中 q* 是 从 投射 多 "一 M， 设 @(w1) 及 其 共 变 微 商 
Vdg(x) 在 马上 表 成 向 量 
CwuCals)) wn ol )) ,was ))) 
(walt was)), we ))), 
并 考虑 方 匠 
BCatr )) = Cwiialt)), Blalt)) = (wi s))), 
于 是 ,; 据 (8.1) 


及 


ACol#)) = Balt YY lr); 
又 据 (2.2) 及 (2.7) 
Blale)) = Pl’)BCr)), 
其 中 x EU 使 加 (zx) 一 q#Cal1)). 再 从 《8.3) 直接 计算 , 即 有 
RAF)+ RAF)Y = ACACt TG DECz ) 
+ Ps "GCz )] ACal? )). (8.5) 
于 是 ,所 (8.4) 我 们 易 看 出 
(RAF) 十 RAFY) S21(rr)’, 


从 而 
(RF)) < nry) (8.6) 


( 因 Rl#z) 是 三 角 式 的 方 阵 )。 

定理 8.1 的 证 明 因 M"* 是 紧 致 的 ， 故 存在 有 限 个 数 适 合 前 
述 条 件 《1*) 及 CII?) 的 M"” 中 的 开 子 集 了 ， 它 们 作成 好 ”的 一 
材 盖 . 太 。 对 于 每 个 这 样 的 了 ， 命 ry 为 一 数 适合 条 件 (8.4)。 又 
命 re 为 文 些 rv 中 的 最 大 数 ， 于 是 , 对 于 M” 在 其 上 任 一 正 基 
标 架 a 及 任 一 一 和 < 上 < c ， 据 《8.6) 我 们 恒 有 有 


二 ReCtD) < 2 ro)’, 
这 是 因为 HV 中 至 少 有 一 开 子 集 了 ， 它 包含 g#(X 兴 ga))。 定理 
证 完 。 
任 给 M" 在 其 上 一 点 处 一 正规 标 架 a。 则 三 角 式 方 阵 Rh) 

的 对 角 线 元 素 顺 次 是 

w(KXEC EY)), oA XD) cnCX#Cz))。 《8.7) 
《这 里 okY)》 是 .多 。 上 的 函数 ,定义 在 $2 中 .) 事 实 上 , 因 XD 
是 三 角 却 的 方 阵 ， 且 其 对 角 线 元 素 项 次 是 “ap，5eaGtD， 
5。 据 命题 2.1 易 见 R(t) 的 对 角 线 元 素 顺 次 是 

1 _ deotlt) 


cul) dt 一 wiXPCa)), Ko= 1,2,..., 7, 
ak 


任 给 xE M"， 对 M” 在 * 处 尾 一 正规 标 架 a, 我 们 将 记 


cfz) = 2) wilo). 


命题 8.2 对 任 给 的 *e M"，w(*) 的 定义 与 M" 在 * 处 的 
正规 标 架 a 的 选取 无 干 。 事 实 上 ,我 们 有 
cfx) 一 divs|,. 

证 任 了 到 邓 " 在 * 处 的 一 正规 标 架 a。 据 (8.7), RA0) 的 对 

角 线 元 素 跨 次 是 ofc)，oxec) ,ooxa), 故 RA(0) 的 迹 数 是 


trace RA0) = >) wa). (8.8) 
=1 


取 M" 的 一 开 子 集 耻 使 得 它 包含 +， 且 满足 前 述 要 求 (1°)， 
《I2)， 并 且 满 足 进一步 的 要 求 , 即 M" 的 局 部 坐标 系 
(gy 22 ,Za EU 
在 好 :Cr) 处 是 正规 的 3。 由 是 GCL&5'(x)) 一 单位 方 阵 ， 从 而 据 


(8.5) 有 
RA0) 十 RAO) 一 ACaCONTRCOB CY)) 


十 PCA (x)Y"] AC 0)), 


1》 这 局 部 誉 标 承 具有 性 质 : 在 hy'(#*) 处 基本 二 次 型 仅 含 有 微分 的 平方 ， 


s 1» 


并 及 4ea(0)) 是 一 正 交 方 阵 。 故 
trace RA0) = trace PCRPICx 7 一 dv9|。 

这 结合 (8.8) 证 明 命 题 8.2。 

据 命 题 8.2, 则 w(x) 是 M* 上 的 连续 函数 ， 现 在 , 命 MM 为 
M" 上 对 系统 $ 来 说 的 一 切 常 点 作成 的 集合 .对 任 给 的 一 * & M， 
任 取 M" 在 x 外 一 正规 标 架 gc 一 《wy ya zs) 使 得 

uO— S{z) {SCx) 

并 置 


5 = 四 S(x) 
w*(Cx) 之 okKay) w(x) ww] 人 小 


这 里 后 一 wo(7) 是 办 中 定义 的 多 ,上 的 连续 函数 。 因 SG) 7 
Stx) 对 一 功 *e M 来 说 是 连续 的 , 故 w*(x) 是 M 上 的 连续 
函数 ， 我 们 可 如 下 计算 wx5Cx) SCx) 中 ); 照 $2 中 所 述 , 则 
Shifz))， 一 co 一 < co 
是 沿 系统 Ss 过 * 处 的 积分 线 8。 的 切 于 村 ”的 商量 场 , 它 有 共 变 
微 商 VS(g$,(x)),，( 因 5s 是 C! 丽 的 , 故 YSC($,(x)) 仍 是 M* 的 
沿 5 的 一 煞 向 最 场 ， 它 是 连续 的 ， 但 不 一 定 再 是 CC! 型 的 ,) 
YS(px)) 在 三 一 0 处 的 切 向 量 将 简 记 作 V5Cx), 于 是 ,所 (2.4) 
及 命题 2.1 我 们 有 
SCzx SCx)* VHS) Vex) 
二 Seo 
命题 8.3 设 F 是 M" 中 一 个 不 包含 ( 对 系统 5S 详 说 的 ) 寡 点 
且 在 由 (一 o 过 + 过 ce) 下 不 变 的 非 空 的 闭 子 集 。 又 设 上 是 下 
上 一 个 在 8 一 % 二: 二 00) 下 不 变 且 可 通 的 正规 测度 。 则 


| 吕 机 (xd 一 | divSsadrn’, 
天 F 
证 对 尾 一 + 《下 , 简 记 f(x) 一 SCx)/lSCx)le .7?. 1 是 


一 (连续 的 ) 映 射 : 已 一 多 二 据 (8.7) 及 w*(x) 的 定义 ,我们 只 
须 证 


上 wf dp ~ 0, (3.9) 
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鸯 下 是 紧 致 的 ， 蕊 R) 是 多 才 中 的 闭 子 集 。 又 易 见 4 是 PF 上 
的 恒 同 映射 《4# 是 从 投 对 : 多 了 一 M")， 且 对 任 一 一 0 < :< 
co 恒 有 fq 一 Xf， 政 若 对 多 # 中 任 一 子 集 C， 置 KC) 一 
A(f《C))、 则 & 是 多 # 上 一 个 在 X 兴 一 0 二 < 2) 下 不 变 
且 可 通 的 正规 测度 ， 由 是 


{og aan = | of Gap, 


这 结合 (7.2) 证 明 《8.9)。 命题 证 完 ， 

作为 本 文 的 结束 , 我 们 摘要 提出 下 面 的 (A&) 及 (B) 来 说 说 ， 

(A) 本 文 前 面 所 有 的 讨论 中 都 假定 紧 致 的 5” 型 微分 流 形 
M* 上 有 一 给 定 的 C” 型 Riemann 度量 . 今 设 M* 上 另 有 一 
C™ 型 Riemann 度量 , 并 记 久 1 为 对 这 度量 而 言 的 M” 的 正规 
i- 标 架 从 《1 委 上 委 #)， 则 对 任 一 i- 标 架 ce .入 1!， 有 唯一 的 三 
角 式 方 了 泗 T'《a)， 其 对 角 线 元 素 都 > 0， 对 角 线 下 面 的 元 素 都 一 
0， 使 得 c :Fo)e6 $$ (这 多 ## 意 义 同 前 , 它 是 对 ”上 对 原 
来 的 Riemann 度量 而 言 的 正规 标 架 从 )。 这 是 从 多; 到 
(7 阶 ) 方 阵 空 间 中 的 (连续 ) 上 映射 对 对 ”的 任 一 切 向 量 * 及 对 " 
在 其 上 一 点 处 上 个 (有 顺序 的 ) 切 商量 组 8 二 (vs zz V1), 就 
这 另 一 个 Riemann 度量 来 说 ， 记 sll 及 v'《8) 分 别 为 # 的 长 
度 及 mizz… ,v1 所 张 的 平行 多 面体 的 体积 。 据 .多 的 紧 致 性 
及 了 的 连续 性 等 , 则 存在 数 r。 之 7 之 0 使 得 

(i) 对 M* 的 任 一 切 向 量 xs， 醒 有 rollsll 所 lall 专 rd 

(ii》 对 任 一 1 所 i 和 ?及 M"” 在 其 上 任 一 点 处 任意 上 个 切 向 
量 组 8， 恒 有 rofB) SB) rv(p), 

据 这 里 《1),(ii》 及 以 前 (5.2), 命题 4.5 及 所 ,上 变换 名 的 
定义 等 等 , 易 验 证 MM” 对 所 给 系统 5 来 说 一 常 点 的 正 向 与 负 向 格 
数 与 M” 的 《(C” 型 ) Riemann 度量 钓 选取 无 干 。 用 类 似 的 办 法 ， 
我 们 还 可 检验 出 本 文 前 面 的 讨论 中 与 M" 的 (C"* 型 ) Riemann 度 
量 的 选取 无 干 的 许多 结论 .但 此 处 ， 这 方面 的 细节 讨论 将 从 略 ， 

(B8) 本 文 前 面 讨 论 中 ,普遍 假设 M” 是 紧 致 的 。 但 在 非 紧 致 


有 


的 流 形 一 情况 下 ,也 仍 有 些 相 当 的 结果 。 举 一 例 来 说 , 设 在 一 非 紧 
致 的 ( 且 可 度量 的 》 Ce= 型 Riemann 流 形 逢 *。 上 有 一 C! 型 单 参 
数 变 换 群 9 一 co 二 # 过 o)。 如 所 知 ， 这 变换 群 必 由 衣 * 上 一 
C! 型 常 微 系统 5S 所 产生 。 今 设 向” 中 有 一 非 空 的 紧 致 子 集 F， 
不 包含 S 的 奇 点 且 在 由 (一 co < < co) 下 不 变 , 则 如 前 ， 对 于 
这 样 的 『， 我 们 可 定义 它 的 格 数 ,并 且 这 时 ,定理 4.2 仍 成 立 ， 这 
方面 的 细节 讨论 ,此 处 也 将 从 酷 . 
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第 二 章 典范 方程 组 


设 M* 是 一 + 维 紧 致 的 C” 型 Riemann 流 形 , » 之 2， 其 上 
有 一 C 型 常 油 系统 5。 所 谓 $ 的 典范 方程 组 是 以 一 定 的 构造 式 
办 法 联系 3 的 某 类 常 微分 方程 组 ， 我们 在 文献 [2] 中 已 开始 引入 
和 讨论 这 种 方程 组 。 其 目的 是 要 把 流 形 上 常 微 系统 的 相 空 间 的 探 
讨 循 适当 途径 化 成 欧 氏 空间 中 的 常 微 分 方程 组 的 讨论 。 这 方法 有 
效 , 例 如 [31。 

可 是 ,在 [2] 中 我 们 采用 的 办 法 有 若干 不 便 的 地 方 ， 特 别 是 ， 
本 便于 处 理 系 统 8 的 扰动 。 此 外 ,为 得 出 某 种 一 臻 逼近 定理 ,我 们 
在 [2] 中 不 得 不 假定 5 是 C* 型 系统 ， 这 章 的 主要 目的 是 要 循 另 
一 种 方式 给 出 典范 方程 组 ,并 出 此 进一步 讨论 扰动 及 逼近 等 问题 ， 
从 而 这 理论 初步 比较 完备 。 这 些 内 容 见 本 章 $2 。 典范 方程 组 之 
所 以 有 用 ， 一 方面 是 由 于 取 它 沿 9 解 的 线性 逼近 后 所 得 的 线性 方 
程 组 的 系数 防 数 可 适当 反映 系统 3 在 M” 的 切 空 间 从 上 所 导出 的 
单 参数 变换 群 的 茶 些 有 用 性 质 (包括 一 些 诸 态 备 经 性 质 ， 比 如 [11] 
中 表明 的 那样 ); 另 一 方面 是 由 于 可 采用 典型 的 常 微分 方程 式 论 方 
法 , 它 对 5 的 相 空 间 的 探讨 ,便于 作 定 量 估计 和 计算 。 

在 典范 方程 组 的 一 般 性 质 比 较 清 楚 后 ， 我 们 在 $3 中 涉及 到 
线性 方程 组 及 扰动 后 的 方程 组 二 者 相 空 间 拓扑 结 罗 的 关系 的 一 部 
分 讨论 ,办 法 是 构造 式 的 。 类 羽 想 法 曾经 在 14] 中 应 用 过 ,通过 这 
初步 应 用 ， 我 们 可 察看 到 这 方式 对 于 处 理 某 些 扰动 问题 将 是 很 适 
宜 的 ,但 珊 在 我 们 讨论 的 对 象 比较 复杂 。 事 实 上 ,我 们 将 遇 到 常 微 
分 方程 组 构成 的 族 的 讨论 。 

在 目前 关于 微分 动力 体系 结构 稳定 这 类 抽 扑 性 质 的 探讨 中， 
已 经 流行 的 方法 主要 有 两 种 ， 一 、 或 许可 称 之 为 稳定 与 非 稳定 流 
形 办 法 ,这 是 比较 几何 式 的 ,例如 可 参看 Smale 的 综合 性 报 导 咏 ; 
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二 \ 泛 函 分 析 方 式 , 例 如 可 参看 Robbin 的 综合 性 报导 上 .自然 ,二 
者 可 综合 运用 ,并 已 舱 得 重要 成 果 . 这 些 办 法 目前 已 有 的 发 展 主 
要 似 是 在 微 拓 变换 作为 离散 动力 体系 来 讨论 这 方面 。 但 是 ， 如 所 
周知 ， 这 种 离散 动力 体系 本 身 ( 通 过 所 谓 扭 扩 这 途径 ) 将 是 流 形 上 
常 微 系统 的 (但 重要 的 ) 特 款 ， 而 常 第 系统 有 理由 仍 须 受到 注意 ， 

我 们 希望 可 应 用 典范 方程 组 到 关于 微分 动力 体系 的 一 些 进 一 
步 的 问题 中 ， 但 关于 应 用 ， 我 们 在 本 章 中 没有 多 涉及 ， 作 为 应 用 
的 一 个 范例 ,我 们 只 在 $4 中 用 它们 来 证 明 M" 上 一 Anosov 系统 
的 半 结 构 稳定 性 。 在 Anosov 和 演 拓 变换 这 特 款 下 有 一 相当 的 结 
果 , 原 给 在 Walters[7] 中 (证 明 用 泛 滑 分 析 方 式 )，， 

一 般 名 鹿 和 记号 ”M* 普遍 表示 一 » 维 紧 致 的 微分 流 形 ， 
# 之 2，。 微分 流 形 将 假定 是 C” 型 的 ， 并 在 M* 上 取 定 一 C” 型 
Riemann 度量 . 对 M* 上 同一 点 处 的 切 向 量 和 及 声 , 记 《us #2》 
为 对 于 所 取 的 Riemann 度 景 来 说 的 内 积 ; 于 是 #1 的 长 度 

(all 一 《3 功 )。 

记 雪 为 对 "的 切 空间 从 ， 以 c: 军 一 M" 为 从 投射 。 安 也 
自然 地 构成 一 C” 型 微分 流 形 。 M* 在 其 上 一 点 * 处 的 切 空 启 
g(x) 将 记 作 吃 。， 

记 有 为 M*" 上 所 有 的 C! 型 常 微 系统 ( 即 C! 型 切 向 量 场 ) 作 
成 的 集合 。 吕 ?自然 地 构成 一 线性 空间 . 对 XE 史记 

‘Xl = sup,lX (Ce) 


称 为 了 的 C' 模 (M* 紧 致 而 和 XX 连续, 疏 Xll, < co). 又 记 
jx == Xil, + 由 sup a A248 


ER lyle 


1) 附 记 (1973 年 12 月 1 日 补充 )， 在 本 文 投稿 以 大 ,仁者 获知 K. Kato-A, Mor- 
imoto 发 表 了 关于 一 紧 致 微分 流 形 M" 上 的 Anosovy 系统 的 半 结 均 稳 定性 的 
一 个 结果 (Tcpology，Vol, 12，Ne，3，Auguat 1973)， 涉 及 的 连续 济 比 林 
文 的 略 广 ， 但 另 一 方面, 采用 不 文 的 办 法 ;我 们 易 嘲 出 这 半 结 构 稳 定性 对 于 Ms 
中 共有 有 双 曲 型 构 咎 的 不 变 闭 子 党 也 旋 立 ( 见 定理 4.6)、 
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(VyX 表示 三 对 了 取 共 变 微 商 ), 称 为 和 的 C! 寞 .于 是 用 分 别 就 
C" 模 及 C! 模 作成 两 个 模 线 性 空间 ， 

一 常 微 系统 Se 经 ” 的 一 个 在 经 中 的 0? 邻 域 是 指 在 纪 上 
取 C?' 模 所 得 的 徐 线 性 空间 中 一 开 子 集 包含 5。 它 的 一 C! 邻 域 是 
指 取 C! 模 所 得 的 Banach 空间 中 一 开 子 集 包 含 5$。 易 看 出 5 的 
一 C* 邻 域 也 是 它 的 一 C! 邻 域 ， 

我 们 将 考 虐 一 给 定 的 系统 8SE .有 -。4 在 M "上 导出 一 上 型 
单 参数 变换 群 

由 :Mr 一 Mo， — < < co 
从 而 在 多 上 也 导 出 一 单 参数 变 欣 群 
0 和 ,一 dh: 一 视 ) 一 o < 到 co。 

交换 式 palw) 一 Baz) 对 所 有 (7,4)& (一 ,09)X 名 成 立 。 


$ 1. 典范 方程 组 的 回顾 


我 们 工作 的 一 部 分 基础 包括 在 较 章 的 [1,2] 中 。 为 便于 进 一 
步 讨 论 ,我 们 须 先 简要 回顾 [1,2] 中 一 部 分 内 容 . 

考虑 一 给 定 的 常 租 系 统 5€ 如 ”及 它 分 别 在 M" 上 及 多 上 
导出 的 单 参数 变换 群 

由 (一 c L100) 及 0@( 一 co L100)., 

命 Wi 为 M" 的 一 标 架 从 ,| 委 !< 委 2。 对 任意 的 7 一 (za， 

ta]E 及 《一 ccc)， 置 
PLAT) ™ (Dnm), DH),* D(a)), 
这 给 出 一 单 参数 变换 群 
D2 WA Lt < 0). 
命 .多 ,及 多?# 分 别 为 M"* 的 正 交 及 址 规 线 标 架 从 91: :多 一 对 
及 9: 一 M” 为 从 投射 。 由 通常 的 Gram-5chmidt 正 交 化 
手续 ,我 们 得 映射 
x 1 FL 

这 是 说 ， 对 任 一 7Y€ 和 :， 存 在 唯一 的 ( 实 系 数 ) 全 阶 三 角 式 方 阵 
?CY) 和 使 


s #88 ee 


(i) TCY)》 的 对 角 线 系数 都 是 1， 对 角 线 下 后 的 系数 部 是 0， 

(1i) YT(Y》 是 正 交 六 标 架 . 
于 是 取 x《(7Y) 二 7。T(7)。 对 任 一 (1, 7)E( 一 ,0)X 六 
置 X《7Y) 二 x@B《Y)，、 这 给 出 一 单 参数 安 换 礁 

XR 0 tO, 
命 x#;. 祈 1 习 久 半 为 由 
村 i ma (ML SM a 
Ee (i Iw i) 
给 出 的 卫 射 。 对 任 一 (1,7)E (一 % ,00) X 多 二， 置 在 Cr) 一 
z#XK(Y)， 这 给 出 一 革 参 数 变 换 群 
FF FE —00 to0, 
《 见 [1， $31,3].)》 交 换 式 
p91 — GUN pq — qx 
及 
KX#iri 一 ri DD, 

都 成 立 。 我 们 注意 多 《作为 拓扑 空间 来 说 ) 是 一 紧 致 可 度量 空 
间 ,我 们 将 到 定 多 了 上 一 度量 ， 

命 

po: + lil, 

为 映射 ,由 proji(hstys ,HW1)》 一 WH 给 出 。 

命题 1.1 对 任意 的 


半 Cm Hz s 41) 


及 

Ye FT TM) EF YE 一 2 ,00), 

”= Wo WE FL EL, 
我 们 有 

projiX,C7Y’) = YrprojiX, CY), lprojix 7 SprojrxX CY" ), 

因 5 在 M" 上 荐 C0! 型 的 , 对 任 给 的 一 7 了 7€ 久 Fi, jprojiX《Y 川 
村 1&€( 一 %，0)》 连 续 邮 可 被 ; 因而 可 定义 M? 的 正 交 上 三 标 架 从 
沪 ;上 的 半数 


dprojeXt ro 
上 天 一 12 
《 见 [1,$2]), 它们 将 称 为 5 的 示 性 函数 。 
命题 12 wi(7)( 一 1,2,'…,1)， 部 是 多 ， 上 的 连续 函 
数 。 
多 是 . 安 : 的 节 从 , 故 ckC7) 也 在 多 # 上 有 定义 。 
命题 1.3 ”对 任 一 《zy)e( 一 co co) X .Br 
log lprojixC7 es [| miCXHCr ))ds, =1,2,..……,1. 


若 思 必 思 是 M" 上 同一 点 处 同一 : 维 线性 子 切 空间 内 的 正 规 大 
标 架 , 则 


wl?) = 


1 


BD wr) = BD) wlr2). 


太一 1 k=1 
这 里 前 一 论断 见 [1, $31， 后 一 论断 当 ! 一 * 时 见 [1, $8]， 
若 命 61: 多 ,一 多 ;为 由 
Bsa ty Hn) — CH ts 1) 

给 出 的 映射 , 易 看 出 

BXAY) = XBT)) 
从 而 

oOT)) = wk?) 
对 


TE 多 ,， 1 所 克 所 1 
又 车 7 及 7; 满足 这 命题 叙述 中 要 求 , 则 可 取 7; 及 71€ ?使 
BC) = Ty 5 一 1，2， 
且 i 
proiak7) = projiCr7), 
从 而 
projiX(71) 一 projiX( 72) 


对 1 < 二 wn。 从 这 些 , 易 看 出 这 后 一 论断 对 一 般 也 成 立 。 
任 给 pe 多” 因 X(8) 一 06) TC2CO))， 故 可 写 
DF) 一 XPCPICAD), 
其 中 CaCe) 是 三 角 式 方 阵 ， 其 对 角 线 系数 顺 次 是 |projkxXe6 咱 


ea TI0 。 


(=1,2, 人 六 》? 对 第 线 下 面 的 系数 都 是 0, Calt) 对 了 去 《一 o， 
co) 连续 地 可 微 , 且 满 足 一 方 阵 方程 


A w= Roel) Calt), 一 5 <i<% 
了 


《 见 [1,881). 
我 们 普遍 以 E? 表 ? 维 欧 氏 空间 。 为 以 后 应 用 方便 , 线性 常 
微分 方程 组 
dy 


2 一 2 < 0,y€E Er', (Rs) 


将 称 作 5 以 B 为 基 的 线性 化 方程 组 。 它 的 几何 解释 : 芳 * 是 M" 
在 5 一 q3(8) 处 的 任 一 个 切 向 量 ， 则 @:(z) 对 于 M" 在 办 (6) 
处 的 正规 #- 标 架 X#(6) 来 说 的 坐标 
(PAwH) projxe Cs) Du), projX#C822 +-, 
D(Au), proj, XP A)), 
+ &《 一 00 ,00 )， 是 这 方程 组 的 一 解 。 特 别 地 ，5C8.C58)) 对 X#(8》 
的 坐标 
{LSCPABE)), projxe Co) SBE)), pro jXCBD)> 
《SC6e(6))， proi, XHCF))), 
1E( 一 ,00),， 是 (Rs) 的 一 解 ( 因 B58)) 二 = SCp.(5))); 这 
将 叫 作 《Rs) 的 主 解 。 
对 任 一 乡 阶 方 阵 《一 (Crz)， 记 
NC sup lyCl, diagiC = citr &— 1 2 


ye BP lt yt 
在 外 上 ,考虑 方 阵 隙 数 "(8) 一 RaC0)"". 
命题 1.4 .多 ?上 的 方 阵 函 数 wp) 具有 性 质 ; 
(1) w?(8) 在 .多 * 上 连续 , 且 有 界 
Wb ed Ca) < %; 


(ii》w”(8) 是 # 阶 三 角 式 方 阵 , 其 对 和 角 线 系数 顺 次 是 
diagrm CF) ee wR), R= l, 2,:.., #1» 
其 对 角 线 上 面 的 系数 都 是 0; 


» 了 ea 


GI) wo CXHKCB8)) 一 Rao 对 所 有 zE( 一 co ,00)， 

看 [1, $8]。 这 里 (iii) 易 从 上 面 扣 到 的 线性 化 方程 组 的 几何 
解释 得 出 。 从 Qi) 及 Gii), RgC2)” 对 (1,8) EL 一 00 ,00)X FF# 连 
续 , 且 在 《一 ,co) X 多 ?上 有 界 。 

人 性 给 ze 唔 .GDE 咯 (一 c < < 00)， 是 沿 5 过 olw) 
的 积分 线 切 于 M? 的 向量 场 , 它 对 t 连续 地 可 向 ,因而 可 考虑 沿 这 
积分 线 的 共 变 微 商 F,@#)。 同样 地 、，projiX#(8)€ 名 对 任 给 
的 8€ .多 拒 一 co < 之 1 之 00), 也 对 ! 连续 地 可 微 ,并 可 取 沿 $5 过 
q#《8) 的 积分 线 的 共 变 微 商 VprojiX8(8) 《一 1，2，…)，! 
《 见 [1,$2])。 另 一 方面 ,5 对 w€ 安 ,， x € M”"， 取 共 变 微 商 V。$ 
给 出 客 。 中 一 线性 变换 

Ends: ZG,. 
对 M" 上 同一 点 处 的 二 标 架 
T= ww yi) RY = (ww 1), 
记 《Y,7 为 1 阶 方 阵 (Kwi,w;》)， 称 为 ?与 7' 的 相关 类 阵 ; 并 
记 VB(7)} = (VB A000), VPA Vs)), 若 7 
EF 记 
VsX$(7) = (Vsprohxt(7), VeprojX#(Y),"*-, 
Vsprojx# CY)). 
命题 1.5“ 对 和 任 给 的 一 Be .多 ?， 我 们 有 
RaC0) > 《B,C VD 2 VsXFRCB) D0 
RA0) 十 RAO)” — (B,CVsD(B) NY 
+ 《CVsD, CB))=0,8>. 
这 见 [1, $8]。 我 们 补充 
命题 1.6 对 任 给 的 一 wx€ 客 ， 我 们 有 
Vis = (Vs (4))0, 

证 取 Mr" 中 绕 gf 的 一 C” 芥 局 部 坐标 系 8:G 六 M"， 

多 9) 一 ok#)， 则 5 骨 成 G 上 一 C1 型 常 微分 方程 组 


dy ; 
2 一 Pi(y), y= (Cy', y's" y")é€EoG, fm 123 889 


3Y23 ee 


而 多 (zx) 部 分 地 表 成 14) 一 (4:C2)» (ty “Ae)) €E E* 
对 :€ 茶 一 区 则 (rv,*)《 它 包含 0)，dg(4C0)) 一 sn。 于 是 


| 站 bp TICONPACY,) 
Eo 


~ (2 


;= 、 Oyi 


+ DY ThPpty)) 0), 
二 ) 


yy 一 知 
i= 1,2,....,#, 

其 中 Ti 各 Christoffel 记号 。 但 这 式 右 端 也 恰 是 5 就 这 坐标 系 
来 说 ,在 mm 处治 向 量 4K0)》 取 共 变 微 商 后 的 # 个 分 玉 。 这 证 明 命 
题 。 

注 “实际 上 ， 多 # 上 的 函数 wk7)》 完全 由 Ends: 一 多 
确定 , 且 对 7Y 中 # 个 向 量 的 顺序 的 任 一 个 置换 来 说 不 变 。 因 为 , 若 
在 M* 的 单位 切 球 从 鹃 上 定义 阔 数 

DH) = (nu, Ends(#)), un EB, 
则 据 命 题 1.4 一 1.6， 
wil7Y) = {proii7), 点 = 1,2,.-.,#n. 
任 给 M” 上 同一 点 处 的 正规 #- 标 架 B8 及 PP。 兄 蛤 证 相关 给 
阵 《8,8》 是 正 交 方 阵 , 且 
Bp, PY = CFB), B= BP, BY. 
简 记 
VagCt) = CXECB), XECPB YY 1 EC—00,00), {1.1) 
这 些 也 都 是 正 交 方 阵 。Vpg'() 对 上 连续 地 可 微 。 事 实 上 ， 


上 
i XC) VC8 YD 十 《YX XECB YY 
《 见 [1, $2])， 从 前 面 所 述 关 于 线性 化 方程 组 的 解 的 几何 解释 ,我 
们 易 看 出 ; (Rx) 是 由 (Rg) 经 过 变数 变换 Y 一 yV gp)" 后 所 
得 的 方程 组 , 即 
dV pg tt) 
Roy Vea CRa) Vor) Ft Ves) gr Cl2% 
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现在 , 命 M 为 5 的 所 有 常 点 作成 的 集合 ;显然 ,对 在 四 (一 2 二 
1 < co ) 下 不 变 。 命 狗 为 3 的 共 斩 从 ,这 是 儿 的 一 子 从 ,以 对 为 
底 空间 ,其 在 任 一 点 x€ 对 处 的 纤维 由 M* 上 所 有 与 5Cx) 正 交 的 
切 向 量 组 成 ， 记 po 多 一 M 为 从 设 射 , 急 在 一 点 z6E M 处 的 纤 
维 px) 将 记 作 刻 ,。 对 任 一 (#, w)E( 一 20，00)Xx 多 取 
dz) 为 BLAU)E wo 在 锚 wrmn 上 的 垂直 投影 。 这 给 出 一 单 
参数 变换 群 

pH DB, —0 Li Os, 

命 史 为 多 #: 的 子 从 , 它 以 MM 为 底 空间 , 它 在 任 一 点 x€ 对 

处 的 纤维 由 一 切合 wi 鲍 。 的 正规 (w 一 1)- 标 架 


Y= (Ww W029 wl) 
组 成 。 记 
7 人 一 


为 从 投射 。 对 任意 的 iE (一 ,00) 及 


Vi (ss ls “sy w/a-1)» 


PTI Ch ep), B03) ha)) EB sts 
于 是 置 @(Y) 一 xz#zrmfy)e 多 #(《 即 按 Gram-Schmidt 手续 
将 加 (7Y) 正规 化 )。 这 给 出 一 单 参 数 变 换 群 
BF, ti oo。 
ti: 人 一 .多 为 由 
7) 一 (SCrC7))ASCrCr)Jy)》， re 8, 
给 出 的 有 映射。 明显 地 ,交换 式 
br OE M*" RK XY OF HR 
都 成 立 。， 对 YE 四， 你 
nC7?) 一 wre CY)) OAT)), 大 一 1 2 一 1 
这 些 都 是 8 上 连续 且 有 界 的 水 数 ( 见 [2，$2])， 

任 给 eof 8, 我 们 可 取 侣 (a) 作为 线性 空间 多 po; 的 坐标 系 ， 
其 中 o 一 rn)、 于 是 , 与 前 面 方程 组 《Rp) 的 情况 相 类 ,对 任 给 
的 一 46E 办 ko)E 多 对 于 坐标 系 B,(a) 来 说 的 坐标 

(Cb), pronB ee) WPprojiel(a7)2 
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《由 Co，proj。iBiCa)> E 【一 co co)， 
都 是 一 方程 组 
和 一 党 (pr 一 co Zt coy ye Be- ( 充 ) 
的 一 解 . 这 里 名 (ao) 是 ”一 1 阶 三 角 式 方 阵 ( 由 3 及 a 确定 ), 它 
对 tE《 一 coyocoo) 连续 且 在 《一 so :co)》 上 有 界 。 实际 上 ,我 们 有 
Rn 人 


0 于 
《 见 [2, 第 8 页 ]). 
对 于 方程 组 (&), 我 们 作 变 数 变 换 
. z= yflsCoCr te), 
这 里 上 SC&(rCa))) 咱 三 0， 因 ro)E M。. 经 过 这 变换 后 ,方程 组 
《名 ) 变换 成 
Ui zR*(r)!, 一 00 < < 00, sé El!, {R*) 
ds 
其 中 
Rt) 一 RD 一 we), 
《16 表 ?了 阶 单位 方 了 泗 )。(R3) 将 叫 作 5 以 & 为 基 的 (* ) 一 线性 化 
方程 组 ， 这 样 的 方程 仅 对 5 的 常 点 处 那些 正 况 (wn 一 1)- 标 架 
a& 罗 有 定义 ， 
考虑 上 的 方 阵 水 数 多 (&) 一 R*C0)”, 
命题 1.7 上 的 方 阵 函 数 o 电 (ec) 一 RA(0)” 具有 性 质 ; 
(i) w 儿 (wu) 在 史上 连续 且 有 界 . 
(ii) 吕 思 (ec) 是 三 角 式 方 阵 ,其 对 角 线 系数 是 
diagio 图 (ae) = ofle), 天 一 1， 2 天 一 1 
其 对 角 线 上 面 的 系数 都 是 0， 
《iiiy o 思 (8(e)) 一 RD 对 所 有 xE《 一 co ,co)， 
这 见 [2, 第 9 页 ]。 这 也 易 从 命题 1.4 推出 ， 
车 一 【xin ao tp Ro wn) EG 


使 re) 一 r(e 7， 我 们 记 了 。(o) 一 相关 矩阵 《8,(0),8,(a' 7):tE 
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《一 coyco)。 这 些 都 是 正 交 方 阵 ， 且 对 * 连续 地 可 微 《参看 前 面 
(1.1) 等 )， 作 变数 变换 zx 一 z 了 ,sz)*， 则 方程 组 (RS) 变换 成 
《R%)， 即 
dV aC)” 
RAC 一 Vee ORECOV oC) + Vag (1.3) 
特别 地 , 当 {(r(e))e MIze( 一 co, 00)} 是 58 的 一 周期 轨 
道 以 了 为 周期 时 , 演 碟 方 阵 方 程 


人 一 ZRY8CDr， 一 co 1 


的 解 ZC ZC0) 二 1,_:， 则 方 阵 ZC(TXeBrla), a》 的 特征 根 见 
是 关于 周期 轨道 能 通常 所 指 的 特征 指数 《 见 [2, 命题 (4.16)1)， 
由 于 M? 是 紧 致 的 C" 型 Ricmann 流 形 , 据 微 分 几何 学 中 的 
论述 ,我 们 可 取 《 通 常 叫 作 ) 指 数 映 射 
exp: GE > M". 
具有 下 述 性 质 ，exp 是 6” 型 的 ， 存 在 一 数 
to > 0， (1.4) 
使 得 对 每 一 给 定 的 x M*，esp 将 {eE 客 .xl < 人 微 拓 变换 
至 * 在 M" 中 的 一 邻 域 上 上。 又 对 每 一 wx€ 儿 ,, exp 把 集合 
{www = Hu 0 和 sl1} 
映 至 M*” 的 一 条 以 + 为 中 点 且 取 初始 场 向 w 的 测 地 线 红 上 :这 陈 
以 exp(w) 为 终点 ,其 弧 长 一 人 dl. 
本 节 下 面 设 3 是 M" 上 一 C0? 型 系统 ,9 之 1， 
任 给 a € @， 考 弄 映 射 
DE DD 


由 久 ,y) 一 Sstproea) Cy — (1 zl 2 2 1)E E*) 给 
出 。 由 于 8 是 We 上 的 C+ 型 系统 ， 名 是 客 的 2n 一 1 维 Cr 型 
子 微分 流 形 ,而 到。 是 一 C* 型 映射 。 命 ,为 集合 

{y€ (r,s)€ Er||lzl < &} 
中 所 有 使 exp 多 。;E* 一 M" 在 y 处 正则 的 点 y 作成 的 集合 ,这 是 
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E" 中 一 开 闻 集 , 包 含 :- 轴 ， 于 是 长 。 上 存在 唯一 的 C7! 型 常 微分 
方程 组 
$n, yeR,, (3.) 

dt 
使 得 民 exp 更 (CD)) 一 SCexpGB,(y))( 见 12, 第 25 页])， 吻 
见 $.(15,0) 一 {1,0) expH 1,0) = blrloe)) ,DB 

So( 门 一 (号 (y) ,SCy), Se 62Cy))， Cy’, yy， ps y"). 
对 于 方程 组 (8,) 作 恋 数 变换 dz 一 六 Cy)dt， 如 果 总 (y) 关 0, 于 
是 (8,》 变换 成 方程 组 

dy’ 二 dytti 3 Str1(y) 

dr dr $i(y) 

1,2,..", LA TI， 

其 中 只 .一 {y € RR。|$,(y) #0}。 我 科 可 将 这 方程 组 写成 


— $,(t, y), (1, y) € KR,, (3.) 


7 一 《入 ys "YE Ks 


其 中 人 一 (SY, Sb, RL, 
易 看 出 ，KR。 是 E” 中 一 升 子 集 包含 t- 轴 ，$.(1,0) 一 0 对 所 有 
1€(—00,00), 有 是 Sltsy ) 对 C2, y ) € KR, 连续 ， 

因 rCc)e M ;15SCwtkrkaJ7) 关 0 对 所 有 1E€E《 一 00,c0)。 对 
方程 组 (S) 作 杰 数 变换 = 一 交 j 5C$《TCe))H， 则 (5。)》 变 换 成 


Mz SC z), (C1,2) € 天 + 《3Sy) 
好 了 
其 中 
S¥(1, 5) 一 Se lS CPs) a) (exel(z))z，《〈1.5) 


JsCp.CrCe))) 
K¥ = {197) € Er lle, NSCb re))) Ns) € KR,}. 
易 看 出 ，K? 是 E" 中 一 开 子 集 包 含 本 轴 ，5a(t, 0 一 0 对 所 有 
1&(—00,°00), SC1,z) 对 (#52) € K* 连 绪 ，(53) 将 叫 作 sla 
为 林 的 (六 )- 典 范 方 程 组 ， 
对 于 ue 加， 命 
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FR Mr" . 
为 由 静江 区 sz) exp B21, SC (Te)))z) € M", (1,2) € 天， 
给 出 的 肌 射 。 这 将 称 为 5 以 4 为 基 的 (x* )- 上 典范 上 映射 。 这 映射 在 
K* 上 都 局 部 于 是 到 M" 中 的 Cs 型 微 拓 变 换 , 但 在 整个 K* 上 不 
一 定 是 单 责 射 。 因 8@,1.《a) 一 ©,(8,(0)), 
天 各 (ao 一 {1,2)€ E*lls + tz) € Kt}, (1.6) 
DPE) 一 BES + 1 7) (1 2) € Kée. | 
从 方程 组 《$&》 等 的 定义 , 易 略 出 。 (8。) 有 解 过 任 一 给 定点 
y EER,《 即 令 在 4 = 1 这 情况 下 也 是 如 此 ), 从 而 对 任 给 的 (s,x)€ 
K*， 典 范 方程 组 (5*) 有 解 ze(#; s; z)E K* 对 zz 某 一 区 间 
《rey7t )《 它 包 合 9 使 得 zels;s,z) 一 zx， 并 且 贸 # 将 这 解 映 宇 
5《 在 M" 内 ) 的 一 积分 线 中 ;确切 地 说 ,我 们 有 
PH sak; 2)) = PrPs, 2)), 
其 中 


We Se 
“St, ISCp CrCo)) zl; s, 2)) 
《 见 [2, 第 29 页 及 32 页 1; 彼 处 对 4 之 2 叙述 了 这 样 的 结论 ,但 在 
4 一 1 情况 下 这 同样 结论 城 立 )。 同 样 理由 可 看 出 (5,) 过 每 一 点 
《s,z) E 尺 。 都 有 和 解 ( 即 令 在 4 一 1 这 依 况 下 ), 并 且 expGP。 将 这 
解 肌 至 8 的 一 积分 线 中 。 
命题 1.8 设 $ 是 M" 上 一 C' 型 常 微 系统 ， 则 kz zs) 对 
(1,z)E K? 连续 地 可 微 , 且 Jacobi 方 阵 
OSt(#,2) 
Oz a 
看 [2, 第 32 页 ], 当 5 是 C? 型 系统 时 ，wi(v*8,(a)) 对 t 连 
续 地 可 微 。 
定理 19 设 3 是 M* 上 一 上 G 型 常 微 系统 。 又 设 8 的 奇 点 都 
是 单 式 的 20. 则 对 某 一 绊 > 0, 5 的 典范 方程 组 《5*) 对 每 一 ge 地 


一 Ri(t), 1€(—0%, 0), 


1) M" 上 一 C? 挫 系 统 5 的 一 寄 点 4 册 作 单 式 的 ， 如 果 5 在 4 处 的 Jacobi 方 阵 
的 特征 根 都 寺 0. 
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都 在 互 " 的 开 子 集 K* 一 {Crpz)》e 吾 "zl 过 6} 上 有 定义 ( 即 , 戏 
每 一 a € @,K* 都 包含 在 K* 内 )。 并 且 , 当 z 趋 近 于 0 时 ，jaco- 
bi 方 阵 
OS*(r, 2) 
Oz 

对 所 有 (sa) E《 一 ,0) X 如 均匀 地 趋 近 于 R&CD). 

这 见 [2, 第 33 页 】， 

对 于 M" 上 一 C0? 型 常 微 系统 5, 因 如 * (对 a 6) 绕 每 一 点 
7 一 《txz)EKx 处 都 局 部 地 是 到 M" 中 一 C? 型 徽 拓 变 换 , 我 们 可 
考虑 M" 上 原 给 的 Riemann 度 攻 就 多 * 来 说 所 表 成 的 Kx 上 
的 基本 二 次 型 


dr 一 之 8， o)dy'dy 


及 相应 的 Christoffel 记号 了 关 (yy 7)。 记 
TYxCysca) 一 方 阵 (gy,0)). 

《在 这 里 我 们 注意 , T*《y,a) 一 般 只 对 连续 地 可 微 ,而 TCy ,a) 
一 般 只 对 ? 连续 .》) 

命题 1.10 设 S 是 M" 上 一 C’ 型 常 微 系统 ,又 设 F 是 MM" 中 
一 闭 子 集 ,不 包含 5 的 冰点 。 则 下 述 Ci) 一 Giii) 成 立 : 

(i) 存在 一 奉 之 0 使 得 对 任 一 wsEci， 集 合 

TFLE) — {192) € Br|Glrlo)) EF, dzll < 2} 

包含 在 Kz 内 。 

(i 并》 对 任 给 的 一 > 0， 存在 一 5 之 0 使 得 对 任意 的 xf 
轨 ， 只 要 (1,z)E JSCF ,给 ) 且 zl <3， 即 有 

N (本 = RC)) > 


(11) sup {NT za)) + Maxinaf NM (ts, z» 


GES#(F, rp) oe, 
oe)} < co， 
证 这 里 (i) 及 (ii) 已 给 在 [2, 第 32 页 ] 中 。 命 过 盖 0 为 


.® TY + 


一 数 满足 《i) 及 (ii) 中 要 求 。 

檬 据 [2, 引 理 《4.5)] 中 所 述 ,对 任 给 的 一 点 a &€ FF 我 们 可 取 
一 个 以 a 作为 内 点 的 M” 中 的 闭 于 集 F,CM 及 数 扣 > 0,t 盖 0 
使 得 C 型 肌 射 多 ,: E* 一 多 局 限 在 E" 的 子 集 

We (ts1) X {zr € E* zl < 6} 
上 时 ,就 耿 射 空间 的 C? 型 拓扑 来 说 ， 对 ce r (PR) 连续 。 又 据 
[2, 定理 (4.17)] 《应 用 到 M* 的 闭 子 集 {Cx)|x EF (一 4， 
fo)} 上 ), 我 们 不 妨 设 全 ,CC 交 对 所 有 a tr-F). 因 上 5Cx)1 
在 M 上 有 界 ,我 们 可 取 一 娃 > 0 使 得 
W# = {—it) Xx {rz EE* ilzl < Et} 所 天 
对 所 有 a ET-《F,》 从 而 C? 型 映射 多 *:K# 一 M" 局 限 在 Wi 上 
时 ,就 映射 空间 的 C7 型 拓扑 来 说 ， 也 对 所 有 ee r (PR) 连续 ， 又 
W# X rm(F) 紧 致 ， 从 这 些 易 导出 结论 Prpza) 及 TC， 
za) 都 在 WW3 X r(PF。 上 有 界 。 于 是 , 因 下 二 好 "的 紧 致 子 集 
且 ,包含 eeR 作为 共 内 点 ,我 们 可 取 有 限 个 数 Fs。， Fs***， 
F。 作成 的 一 覆盖 。 取 
c= Min{lt, Ct#, 6 b}, 

它 显 然 满 足 (让 及 (ii)。 结 含 (1.6) 我 们 看 出 对 这 恕 , 《iiy 也 成 
立 。 命 题 证 完 ， 


$2 另 一 类 典范 方程 组 


本 六 中 , 我 们 将 给 出 不 同 于 上 节 中 提 到 的 典范 方程 组 (92) 的 
男 一 类 典范 方程 组 ， 并 由 此 讨论 § 的 扰动 等 类 问题 ， 这 也 将 给 我 
们 一 些 方便 ， 比 如 我 们 可 由 此 把 重 误 的 一 臻 逼近 定理 1.9 中 所 假 
设 的 $ 是 5” 型 系统 弱化 成 3 是 C' 型 系统 ， 并 且 把 其 中 所 假定 的 
$ 不 含有 非 单 式 奇 点 这 条 件 取消 ( 见 定理 2.21)。 

本 节 中 ,所 考虑 的 系统 8 普 迪 假定 是 C 型 的 。 

任 给 一 86 名"， 考 弄 上 映射 

Fy Et Mr" 


Pulss 1) — ep (5 ytproie C8)), 
=1 


#1€EC—00, 00), y= (yy yy)EE? 
给 出 ， 因 proji XCF) E 12, 9 对 上 连续 地 可 微 ， 易 
看 出 这 是 一 C! 型 肌 射 。 这 映射 多 将 叫 作 5 以 8 为 基 的 典范 嘱 
射 。 
由 于 指数 映 待 esp: 久 一 于 十 Co 型 的 ;所 以 当 ? 给 定时 ， 
Pply) 一 DA 
对 y 也 是 C” 型 映射 。 记 
Bo= {y€ E"|ly) < &}, Ho = (—0%0, 0) x Bo, 
其 中 加 同 (1.4) 中 。 吧 ， 是 E*+! 中 一 开 子 集 , 
因 对 每 一 x€ M",exp 将 
BG, = {se Cla < 5 
微 拓 变换 至 M” 中 ,所 以 当 : 给 定时 ,8, 上 夺 在 唯一 的 切 向 量 场 
SK1,y)《E E")， 使 
dP slSelt, y)) 一 dP (0, Salt, y)) 


一 SGps(ty ))) 一 dP, | } (2.1) 
3》 
这 样 ,我 们 得 出 一 常 微分 方程 组 
全 — Splt, 7), (1, 7) EV, 《So) 


叫 帮 8 以 8 为 基 的 典范 片 程 组 。 
对 每 一 +€ (一 co，c)》， 我 们 也 可 以 看 出 B， 上 有 切 | 向 量 场 
Selt,y) 及 Seal1,y), 使 
dP ss Salt, 77)》 = SC(D (1,y)), 
S 0. 
dPoslBal1s))) 一 dP (2 | 小 (2.2) 


1) 这 记号 《5p) 以 攻 在 .2;§42 中 也 总 经 当 首 际 准 记 号 全 用 过 ; 但 度 处 总 义 与 这 出 
所 指 的 不 网 ， 


出 是 : 
Sal137) = Sal1,y) 一 St7)，(t 7) € SL, 
因 Xe 一 对 和 (BP)、 玻 入 pbs 十 1,97) 一 Bxmp);(1,y) 对 
fs 及 1E( 一 0 ,00)，y&€E"。 于 是 
dP yigy, (Sels t 1597)) = dB rlSels + £, 7)) 


_ ups (2 
s(PAs + 147)) — dps (2 | )， 


SD als 缀 六 zy》》 SC Sitogy (71,7)), 


介 ) 日 
dP (8 一 di (2 js 
| 


nn, 
所 以 
SsCs 十 ra7) 一 Sx#(8) (#,y), 
Spls 十 pay) 一 Br#cpgy (1,9), (2.3) 
Sols + 17) 一 Sx# CB) C1,Y), 
s 及 +1€(—00,00), y€ Bo. 

5 及 久 。 都 是 C0! 型 的 ，5p(1,y) 及 Sol1,y) 因而 $sCz,y) 
都 对 (1, y) 连续 。 为 了 考察 典范 方程 组 的 可 徽 性 质 及 其 他 性 质 ， 
我 们 取 M” 中 绕 5b 一 9*(8) 处 一 C” 型 局 部 坐标 系 5:G 一 M"* 
使 CG) 二 exp( 久 ;)( 事 实 上 ,对 任 给 的 一 HE FB # 使 9#(8) 一 
5, 和 Pg: Bo 一 M” 痢 是 这 样 一 个 局 部 坐标 系 》 设 就 下 来 说 ,5 
表 成 一 C' 型 常 微分 方程 组 


Es 
dz 


于 是 , 若 YE .多 * 且 98C7)€ gCG)， 则 gCq#Cr)) 就 xz 来 说 部 
分 地 表 成 这 方程 组 的 一 解 c(ry)e G 对 于 :& 某 一 区 闻 《时 好) 
《 它 包 含 中), EcC0,7)) 一 98(Y), 而 M" 在 $.C9#(Y)) 处 的 切 
向量 projiX#(Y》 将 表 成 G 在 c(z,7) 处 的 一 个 切 向 量 241G,7) € 
E? 对 16 lf), 一 1,2,"……,W; 这 里 c(ty yy》 及 2 人 zy) 
都 对 : 连续 地 可 微 ，<(0:7) 及 4 入 (0,7) 对 7 连续 、 因 5CG) 之 
exp(《 坟 ,)， 我 们 可 取 G X E” 中 一 开 子 集 


» S82 。 


Hoe08) x (y= DB yo, Pe Er IG ye Bd 
=1 


使 得 (就 来 说 )exp 表 成 一 个 从 五 到 G 中 的 C” 型 映射 
:HG6. 

(好 中 每 一 点 可 写成 形式 (5,，y)， 其 中 3€G,y EE".) 对 于 

7€ .多 # 使 9#(7Y)€E gC(G), 记 


E(t, y; 7) 一 Ga 7), >) yes )， 
和 一 1 


FE ltr) yo— Cy yy") € EB", 

又 记 

No {ty 7)E So X Hl) EE gCG), Flr,y;7)€ HB}, 

Ne— {Cty57) ENIT = PB}, No {lt,y,7) EN1: = 0}, 
易 验证 Ns 是 名 ,Xx (8) 中 一 开 子 集 (0) x BX (8), 而 
No 在 (0) x Bs, X .多 # 中 的 内 浊 240)》 Xx B。x (8)， 于 是 当 
(#197 TIEN 时 ,从 Sr(Kzy) 及 $C, y) 的 定义 (2.2) 我 们 有 关 
系 式 


ey ( 志 ws 7,7))) 一 Fln(sC,y37))), (2.4) 
SD (Ba 37)) — (Bas; 71). C9 
但 这 里 
X29Y) 
日 二 [入 
Dy "sl, y; 7)) (3 {9,y JE) 人 ， (2.6) 
41, 7) 
Oct 1,7) 
Or 


日 On _\ 
一 i i DB eh Vp 
nC y; 7)) 全 y') oy re 5 
"UD ya Ome 7 
证 开 1 Of 


(2.7) 
，83 。 


we 
站 和 ar 生生 


月 当 :及 > 给 定时 ， 六 CC y; 7)) 是 ” 阶 正则 方 阵 ( 因 7 


在 8。 上 是 微 拓 罕 换 ); 又 
Ac(t, 7) O11, 7) 
2 8B | 
也 都 对 > 连续 ( 见 [1, $2])。 从 这 些 并 直接 计算 ， 我 们 就 得 出 结 
论 ; (io 对 于 (1, y, 8)€N,, 


CSsl199) OSArsy) mi OSel1sy) 
Gy ” 6y li By 
都 存在 且 对 《1,y》 连续 ; (iio) 对 于 〈0,y:7)6E Ns， 
6Sr(0，)) 35r(0，y) | O50,7) 
By 
也 都 存在 ,日 在 每 一 点 (0,y,8) 处 都 连续 ， 
定理 2.1 对 86 .FF#， 上 典范 方 程 组 (5s》 具 有 性 质 : 
《iD Selt, 0) 一 SeCz， 0) — 3,(1,0) 一 0; Set1,y) 在 ,上 
连续 ,对 3》 可 微 , 且 
OSplt» 7) 
Oy 
也 在 经 ,上 连续 ; 


(ii) 当 y 趋 近 于 0 时， 55 2 对 所 有 (1,8) € (—00 ,00)x 


于 ?了 均匀 地 趋 近 于 Ra) 
证 Delt, 0) pat(8)), 由 是 气 《2.1)， Sofz 0) = 0., 
上 面 已 得 的 结论 (io) 等 配合 (2.3) 就 给 出 这 里 (i) 中 其 余部 分 。 
现 证 (ii)， 我 们 先 证 
S| polo). (2.8) 
据 (2.6) 及 (2.7) 直接 计算 ,我 们 看 出 


nCétrsy; 8)) 


a 四 


人 一 一 一 一 0((Cr》; 8))， X= 1,2,- 


在 《:,y) 一 (0，0) 的 一 邻 域内 都 存在 且 二 者 相等 (虽然 5 只 是 
M” 上 一 C 型 常 微 系 统 )， 又 因 多 so 是 从 Bo 到 "中 一 C* 
型 微 拓 变 换 ， 安 se%%B) 上 有 一 C1! 型 切 向 量 场 站 使 


Pro 7) ~ PA)) 一 < 有 | 小 
Dy) 


它 就 M” 的 局 部 坐标 系 上 来 说 形 成 《2.5) 的 右 端 ( 取 7 一 5); 
且 名 ,1,0) 一 Bb.(9#(8))， 所 以 ;就 坐标 系 8 计算 58 在 9$(8) 
处 党 方向 壤 二 proji%w(8) 一 Proii《8) 的 共 变 微 识 ， 并 用 指数 映 
射 exp 的 人 性质 ,我 们 就 得 品 
Vs 一 《VCPIojiX#K8)D)) io 大 一 1;2， 7 
于 是 , 据 命 题 1.5 及 1.6， 
Re(0) 二 方 阵 (CwiyVni(S 一 5)>)， 

但 8 是 M* 的 正规 #7- 标 架 。 故 进一步 据 exp 的 福 质 及 (2.1)， 
(2.8) 成 立 。 

据 前 面 已 有 的 结论 (iio)，Bs X .多 上 的 方 阵 函 数 

Jy37) 一 O51(0,7)/0y 
在 B。X (8》 中 每 一 (y,8) 处 部 连续 (对 任 给 的 pe FH#)， 这 
蕴涵 J(y,8) 在 B。x 多 * 中 所 有 Gy,8)〉 处 都 连续 ， 取 一 士 数 
总 = [a 命 
Bo {ye Bolllyl < }. 
则 各 Xx 名 4 紧 政 ， 于是， 上 的 方 阵 孙 数 族 
Jsty) Rs Jy, 8) 

对 y€B 均等 一 至 连续 .这 结合 (2.8) 就 给 出 : 当 ? 趋 近 于 0 时 ， 
J(y,8) 对 所 有 ge 均匀 地 过 近 于 Ry《0)。 由 是 据 (2.3) 及 
命题 1.4, 这 里 (ii) 成 立 ， 定 理 证 完 . 

因 $5(t,0) 一 0 对 所 有 1€ 《一 0,00),y 一 0 是 (56) 的 一 
解 ， 一 般 地 ,我 们 说 ; 若 y(t; s, y) 对 于 1 基 一 区 间 《六 19》 

» Bs" 


( 它 包 含 *) 是 〔〈8s)》 的 一 解 使 yoCs;s,7) 一 Jy， 则 
Pry I)) = bi DBAYy)), 1tE (tys1y). (2.9) 
Bo 一 (一 cco) X Mr" 《2.107) 
为 由 3s(ty 7) 一 (1, Spb 芒 》 给 出 的 映射 ， 易 看 出 这 是 到 
《一 co, co) Xx M* 中 的 一 和: 型 微 折 变换。 于 是 


(时 | + 0s 9] 一 exe »)) 


十 (oo 人 | + C0, S21 7)))), 


其 中 eC,x) 表 ( 一 coyco) Xx M" 在 x》 处 沿 # 轴 正和 疝 的 单位 
切 向 最, 而 


sg, ( + Cs) ) 


a 
Oz Ki.3) 


~ dP, (| ) + dP pSsl1sy)) 


地) 


— SC(HPalt, y)), 
故 Bat, yslt}ssy)) -ee Gh Dy))), 这 给 出 断 语 。 
干 面 , 我 们 取 定 8。 中 一 子 集 
Bo— {ye Ellyll < LE}, 
其 中 5 是 一 正 数 过 &。 
命题 2.2 Sst,y) 及 3) 在 红 , 上 连续 ,对 可 微 ， 且 


Jali, y) 一 Se 及 六 (fy) 一 ee) 


也 在 乡 。 上 连续 。 对 任 给 的 +€ (一 0， co)，Sp(t 9) 及 (1,y)， 
以 及 Jpl1,9)，、jJeltsy) 都 对 《7，68)e Bx 多 一 臻 连续 ;这 一 
致 连续 性 对 +& 一 任 给 的 闭 区 间 《# 1”》 来 说 是 均等 的 。 另外 下 
面 的 有 界 性 成 立 , 即 

sup Max{ |Salt, y)!, dskr, ys 


yp Elm mo) xE XFS 


» 86» 


NHJ,y)), Ny))) < 00, 

证 这 里 第 一 部 分 所 述 对 《1, y》 的 连续 性 等 见 前 面 已 有 的 
结论 中 。 当 :一 0 时 ， 据 前 面 已 有 的 结论 〈iit)， 这 里 的 向 量 函 
数 及 方 阵 函 数 对 (y,8) € B。X .多 # 连续 ， 因 而 在 紧 致 集 Bx 
多 * 上 一 臻 连续。 于 是 用 (2.3) 及 单 参数 变换 群 X?( 一 2 二 :之 
co) 的 连续 狂 即 得 这 里 所 述 的 均等 一 致 连续 性 。 从 (2.3)，B x 
多 的 紧 致 性 及 已 证 的 这 些 连续 性 可 得 这 里 的 有 界 性 。 

用 与 上 面相 类似 的 方式 可 以 处 理 M” 上 其 他 的 常 微 系 统 € 
' 溉 . 设 X6. 有 2 如同 (2.1), 我 们 也 有 : 对 任 给 的 一 上 E(《 一 o0， 
0)，B。 上 有 唯一 的 切 向 娃 场 Xuoapnftay) 使 

dP a Kunltsy)) — dP Xe: plt, 7)) 


一 XCEps(ty)) 一 “2 (全 | ) 


和 XPB(t,y)) dP Bult, 7)), 
从 而 得 出 一 常 微分 方程 组 


这 = Konyy), Cs y) € Ls, (X08) 


《 因 名 由 5 及 8 确定 ，Xw,g 与 5 及 8B 有 关 .) 易 着 出 Xapttsy) 
对 《1,y》 连 续 , 对 7 可 微 , 且 9X0,p/3y 也 对 7 连续， 
如 同 (2.3) 情况 一 样 ,于 此 我 们 也 有 
Xp Tt 1) = Ra) y), (C2.11) 
s 及 1€(—00,00), y€ B,, 
对 任意 的 X 及 Xe 有 , 记 


XL sop Xn) — XC) 


(fy BE (~ mo BF 


十 (总 Xunlt, y) 一 Xcar 站 


据 (2.11)， 
{X;X 也 一 sup 和 xcovy) ~ XpC0sy)) 


(FP)€ Bx FH 


* 六 7 4 


十 (总 {Xs,pC0 ;7) 一 X60,y)))}. 


这 式 子 右 端 还 可 以 化 简 。 事 实 上 , 车 及 6 是 M” 上 辣 一 点 处 
的 正规 生 标 架 , 则 相关 怎 阵 《8, 名 > 是 正 交 方 阵 且 p=po<8 ,Bo》"; 
于 是 据 色 。。 及 Xeuag0,y) 等 的 定义 , 易 看 出 
Bly) =- Pp af 人 po， 
pe 和 pp(07) — Xo.n (07)) = (XC— XI D0,Y)), 
(2.12) 
(XO— XPD Y= (XKX— XD 0p, BY), 
= dD Ks a C0, yo >) = Ko 0 ,ypB p>)), 
从 而 
Xeon) — Kop Oy) 一 【XGO ypoyB277 
be Kesr C0 yCBos 8 ) HK Bo BY. (2.13) 
命题 2.3 {XX,X'}, 对 于 X,X E 统 给 出 且 中 一 度 居 , 它 
与 如 ” 中 原来 的 C' 度量 XX 一 X' 由 等 价 。 特别 地 ，{X,X}， 
恒 一 co， 
证 对 任 一 86 FF#， 久 yo: Bo 一 M" 是 对 "中 绕 绪 (8) 处 
的 一 C” 迎 局 部 坐标 系 ， 在 这 举 标 系 上 , 设 M" 上原 给 的 C” 型 
Riemann 度量 取 基 本 二 次 型 dr? 一 Fig8i《y， PB)dyidy，、 其 中 


gi95 8) — dPon (pi), dP (总 六 


并 记 ri《y，8》 为 相应 的 Christoffel 记号 ， 记 Ge?;5) 一 方 阵 
(gii(y,8))， 并 考虑 它 的 逆 方 隆 Goly,8)-!。 因 M" 及 引 紧 致 ， 
多 是 MM” 的 正规 wn- 标 架 从 ,上 且 SiKy，p) 及 Fixky，8) 都 是 
《y;8) 的 连续 函数 (例如 , 取 从 名 # 的 6” 型 局 部 截面 ,并 对 M" 
上 同一 点 处 的 正规 #- 标 架 了 及 P 用 关系 式 

Boly) 一 DoolylBosB)"), 
循 这 方式 易 看 出 这 些 函数 的 连续 性 ) ,我们 有 

sup Max{N (Ge(y 6)) frCG(y 6) DN} < co 


(yO) Br 


sup Maxirk|ITC7 8 < co; 


(BI EBxFn 

并 且 ， 下 面 的 一 些 事实 明显 地 成 立 ， 即 {XX，X'}, 二 0 当 且 仅 当 
X=X, {KX,X}, = {X', X},, EB {X, xX"}, < {xX, X}, + {X’, 
X"},。， 据 这 些 及 (2.12), 命题 2.3 成 立 。 

但 {XX,X'}， 的 确定 ,实际 上 与 预 给 的 $€ 绍 ” 的 选取 无 关 ， 
由 是 可 写 

{X,X'} — {X,X'},. 

这 是 因为 虽然 Fp 与 $5 有关, 但 


Doly) 一 exp( 5 ytprojp ) 
k=1 


则 与 8 无 关 ， 于 是 ， SPpp 是 从 Bo 到 M” 中 的 微 拓 变换 ， 
《2.12) 唯一 确定 Xo,p《0, y) 一 X60，y)，、 即 如 果 3 也 属于 
2 ， 则 

Keon) 一 和 opC0y77) 一 Ker, nC0,y) 一 Xe 0 ,7), 

类 似 地 ,对 于 X 及 Xf 慨 ” 置 

{X,X'} CO— sup {Xopbesy) — Xo,pls ,yl} 


CB)El— mmx XSF 

命题 2.4 {X;X' 对 于 和 ,Xe 2 给 出 .2 中 一 度量 , 它 
与 统 " 中 原来 的 C* 度量 等 价 。 

这 命题 证 明 法 与 命题 2.3 中 相同 、 我 们 也 可 看 出 {X:X 的 
确定 与 预 给 的 Se 2” 的 选取 无 关 , 由 是 可 号 

{X, XP — {xX, xX} 

以 下 对 任 给 的 XeE .有 及 PE .FF#， 我 们 将 简写 Xeon 为 

X。( 记 住 后 者 与 有 关 )。 我 们 将 把 方程 组 《Xs) 写成 尾 式 形式 


空 一 yReCD)" 十 Kaemalts y》，(〈《r，?D)E ,，, (Xp) 


其 中 
Kaemtp Ctsy) 0 Xi y) 一 ?RE 
一 【Xi(tsy) 一 Selis7)) 十 (Spt7) 一 yRsKt)'™). 


$s 9 。 


当 X= 3 时， 
2. Spemp ts y) luan ™— 0 
Uy 


对 所 有 +€ (一 coyco) 〈 据 定理 2.1)， 

命题 25 对 任 一 Xe .有 8 ，Xaenei(t ?) 对 (7262c 连 
续 , 且 在 每 一 点 (s, xD)E 芭 ， 处 都 局 部 地 满足 一 Lipschitz 人 条件 ， 
出 (cz*》 有 一 个 在 忌 ， 中 的 邻 域 U6,wy 且 对 应 于 (s, sw) 有 一 党 
数 5 使 得 

| XR em Ct y) Kremia ts yl < ko, |y —yl|| (C2.14) 
对 所 有 (2,9) 及 C1yy) Doom。 

证 因 Xslt,y) 对 (zy) 连续 且 Ra 对 + 连续, 故 不 smtp 
(1,》) 对 (1,y) 连续 ， 要 证 命题 余下 部 分 ,不 失 一 般 性 可 设 [二 
5， 由 是 可 下 4 在 Be 中 一 邻 域 Us， 置 

Uw = O11) Xx Us 
则 


命 


1UeoC( 一 coo) X 五 CE 


ran 一， A es 519)) ) 


YE) 


十 sup -人 《SeKty y) 一 yRaCDt9 ). 


I) EV ny 


因 65s/8y 对 (1,y) 连续 (定理 (2.1)), 而 Ralt) 对 连续, 故 
这 等 式 右 端 第 二 项 < co; 又 所 命题 2.3, 第 一 项 也 之 co0， 故 eo,w 达 
2。 和 再 用 中 值 定理 即 给 出 《2.14)。 证 完 。 

性 给 一 常 微 系统 XE .有 ” 痢 将 在 M” 上 导出 一 单 参数 变 换 
群 , 记 作 

pu 1 > M"*, —00 < 之 + < 20. 
我 们 说 : 车 yxnp(r57) 对 于 1€ 某 一 区 同 ($y,sy)( 它 包含 
是 (Xs) 的 一 解 , 使 yaa Cs sy) 一 y， 则 
DIA = Px Bay)), 1E (Ss), 

这 断 语 证 明 法 与 2.9) 式 相同 ， 即 仍 考虑 (2.10) 中 辐 样 的 映 身 


ss 90 * 


93;， 则 i 
| 十 CO,Xs(t3)) 


= e{9pC1,7)) 十 (OKCDBt, NY. 人 

对 任 给 的 一 re (一 00。o0), B。 上 有 一 C! 型 切 疝 量 场 
X,Y) 使 

dP Kolts y)) = XCPol1,))) (2.16) 


《 因 北 g,, 是 从 可 到 M， 中 一 6” 型 微 拓 变换 )。 由 是 有 
Xe(iy) 一 Xo(zy) — Selt,y) 
Ksltsy) 一 Ssl1,y) 一 Xe(z;y) 一 Ssl1,y), (2.17) 
Xsls 十 1,7) 一 Xe (zy)， 


5 及 FE 《一 co ,co)， 》 Bo. 
sup s {RaCs,y)—SCt, 9)N} {XSP. (2.18) 


命题 2.6 ”向量 函数 (1,y) 在 择 , 上 连续 ， 对 7 可 徽 ， 且 
85/189y 也 对 Y 连续 。 当 + 给 定时 ,Xsl(1,y) 对 (y, 8)E 了 x 
多 # 一 致 连续 ;这 一 致 连续 性 对 所 有 :6 一 任 给 的 闲 区 间 《x ,1"》 
来 说 是 均等 的 。 

证 ”这 一 致 连续 性 证 法 同 命题 2.2 中 《于 此 ， 我 们 如 以 前 取 
M” 的 局 部 坐标 系 中 并 用 一 个 与 《2.4) 相 类 似 的 等 式 )。 均等 一 
致 连续 性 的 证 靶 也 与 命题 2.2 中 相同 。 命 题 其 余部 分 明显 。 

我 们 将 写 

Sal1»7) 一 〔〈S8z7)，38(zy) ,+ ,Sst,y)), 
Sp(tyy) = CSB,Y) ,SCE,Y) ,Say)) EE E", 
(tI E Lo, BEF HE, 
又 对 任 一 Xt 如， 写 
Xlssy) — CRI sy), KB,Y) ,+ 
Kotsy)) EE EY) EE LEE FY 
在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 将 取 定 一 常数 
o> 0， 


有] 。 


Fi {EE FH||SCG#(B)) proi lp) = SCq# (8))} 
《由 是 , 若 9#《8) 是 3 的 一 常 点 且 pe YY， 则 8 中 第 一 个 向 量 
与 M” 上 过 g#(8》 处 的 积分 线 相 切 ; M” 上 任 一 奇 点 处 的 所 有 
正规 n- 标 架 都 € .8 4)，。 易 看 出 .多 二 是 多 的 六 子 集 旦 在 单 
参数 变换 群 Xi( 一 oo 和 二 莽 < co) 下 不 变 。 

因 4d 久 4531,y)) 二 5 久 s《1,y))， 所 以 据 指 数 映射 exp 的 

性 质 有 

Spl1,0) = (LSCPpA9# FN) projiX# lp) >, 
《SC 由 (23C8)))，projaXeC872。 
《S(p(q9s (8))), 
projaX* C8))) = CSCH, (C98)))N,0,..* ,0) (2.19) 
对 Pe 

对 任 一 6€ .多 4， 记 

Tiom ™— {rE€(—00,00)1)SCp 98)))) 2 c}. 

引 理 2.7 给 定常 数 c > 0。 则 存在 一 常数 5, 0，&, 二 区 


[ 开 四 全 
一 委 nf By sup St 一 co， (2.20) 
3 (918)E Qo (98) EQ. 


且 3 在 采 中 有 一 C0 部 域 YY 使 


Se Cin BE sup XM,y) < %, 
3 (pIE OsXE Fe {VAI ED REP, 


其 中 Q。 表 亿 合 {C(t,y,8)18€E .到 下 Toy 人知 
证 我 们 说 ,存在 一 正常 数 上 . < 上 使 得 


鼠 和 ee ey 
一 委 inf SCz>y) < sup SaCz,y) < co， 
ry) EQ, (rp Oe 


yy 


Co 
一 所 inf 器 (y) 委 sup Sh(#,y) < co。 
2 (fp BE Qe (fy E Q, 


事实 上 ，Sp(z ,09) — S(t,0) E Selt,0) 一 0。 故 用 命题 2.2 中 所 
述 3.C0,y) 及 C0, y) 对 《y, 8) 的 一 致 连续 性 以 及 《2.3)， 
(2.19) 即 看 出 满足 断 语 徙 要 求 的 上 的 存在 ， 从 这 电 语 ，62.18) 
及 命题 .4, 我 们 可 进一步 看 出 ; 存在 一 6 > 0 使 得 只 要 和 6 字 - 


+ 97 4 


且 C" 度量 |X $l < 即 有 


EA inf KGS sup XMi,y) < %, 
3 (ys E Oe (09 PE De 


取 ,= {XE 溉 1X 一 Sl 过 6.} 即 完成 引 理 的 证 明 ， 
对 于 常数 c, 我 们 将 取 定 一 区. 及 一 疙 满足 这 引 理 中 要 求 , 记 
A.— {y€E Ey| < 5}, Lo (0,%) Xx 4,, 
全 {XE | a Kb,y) > 0}, 


取 定 ”上 一 连续 熙 匆 f(x),， 它 已 取 值 在 0 与 1 之 间 , 但 在 
M" 的 于 集 {ze M"|||$tz) 咱 筷 c} 上 便 取 值 0。 

对 任意 的 XE€ . 梧 - 及 BE 咏 *， 考 巧 工 上 的 向 量 函数 

Xipa(Ctay)》 一 frets Xt,y) — Saltsy) € Er,(t,y) € L., 
其 中 

ee 提 此 A 了 
1 一 ft 人 093 + (ole ) (乱世 2 ) 

对 1€ Tey, 
1 对 1t€ (一 co co) — Tuy, 
在 这 里 ,我 们 注意 :车 rE Tc》 则 Xz,y) > 0， 从 而 fx,siCt,y) 
柯 定义 ; 若 1 个 € Toe,gps 则 firatts 7) 二 1, 而 Xmlt, y) 一 
Xaktsy)。 易 看 出 
fixxte fa》 一 有 xzoalks + 737), 

引 理 2.8 给 定 M” 上 的 连续 函数 Kx) 如 上 。 任 给 于 < 
有 则 对 于 BE 多， jmailkty)》 对 《17)E 工 , 连续 ,对 ?6 4。 
可 微 ，Ojfixwf6y 也 对 y€ 4. 连续 ; 且 有 

0< inf fisnliy) SE sup fiwwli,y) < co。 


CB) EL x C1) eLong 


fixaCtsy) 一 


证 这 里 叙述 的 连续 及 可 微 性 易 从 命题 2.2 及 2.6 看 出 。 从 
(2.20), (2.18) 及 避 "。 的 定义 即 看 出 这 里 不 等 式 成 立 

我 们 将 考虑 对 于 循 上 述 方式 得 出 的 身 量 函数 Xi,g(1, 7) 来 
说 的 常 微分 方程 组 


93 * 


ee] Xiallt,y), 区 纲 y) [3 Egy (Xt) 


其 中 XE 和 RPE Fh 
定理 2.9 对 于 Xt 避 ,, BE .FF 及 给 定 如 上 的 M* 上 的 
连续 函数 f(x)、 洛 微分 方程 组 (Xu,s》 具 有 性 质 ; 
C1) Xeltay) 对 《zy)6 工 。 连续 ,对 3 可 微 ,是 
sup Xslt, 7) < 52。 


{fy EL XFS 
当 给 定时 ，Xrsl(tay)》 对 (y,8)€ 4 X . 鲍 一 致 连续 ， 这 一 
至 连续 性 对 4e 一 任 给 的 闭 区 间 《* ,**》 来 说 是 均等 的 ; 并 且 存 
在 一 Lipschitz 常数 ex 使 得 

HXoa sy) 一 Kinet YN < «xlly — yl 
(9) 及 (ty ) EL,, 
对 所 有 BeE .多 
(ii) 车 y(431,90) 对 于 1E 其 一 区 间 《s,s”)《 它 包含 站 是 

(Xt,w》 的 一 解 使 y(55s,70) 一 yp。， 则 和 在 对 上 过 到 syo) 的 
积分 线 包 含 {名 sOG;s,y0))1zE 73 确切 地 说 ， 

DF, 0)) = pr Dp ly0)), 
其 中 

一 |, finake, yt 5, yo) ) de 


是 对 rE (s,s ) 连续 的 严格 递增 荡 数 ， 蕊 当 二， 时 取 值 0， 
并 且 ， 若 《7 ，7 ) 一 《一 9，00), 则 写 8 将 【Gy rs 0)) € 
Le|zE 《一 0,00)} 有 映 满 XX 过 到 (yo) 的 积分 线 。 

证 用 命题 2.2 一 2.4, 2.6 及 引 埋 2.7, 2.3 等 我 们 易 看 出 这 里 
(i》 中 叙述 的 连续 人 性， 一 致 连续 及 可 微 性 以 及 其 中 的 不 等 式 都 成 
立 ; 也 可 看 出 

sup (Soa) its ) < co。 
(09 PY EL x OY 

于 是 用 中 值 定 租 即 看 出 满足 〈i) 中 要 求 的 Lipschitz 常数 rx 的 
存在 。 


» 04 + 


现 证 (i). 考虑 《2.10) 中 的 C' 型 映射 898: 经 一 (一 co， 
co) Xx M", 并 把 9s 限制 在 名。 的 子 集 工 上 ， 于 是 与 个 处 相 类 
似 , 我 们 有 


a RE 
si 人 (如 昭 + (0,XuaCr)))) 


= eC9e1,y)) + (oz2( 忆 | 十 05ztexzy) )), 


(rev7》 


而 
i Gl y) 四 C0 Xn)))) 
~ dH, (2 | 
. (有 & 汪 十 dD asXl,s1t ,9)) 


一 dP, (Sot,y)) + dP XL, gt 7)) 
franlt yD ty)), 
所 以 , 若 命 oil 一 对 ”为 由 zt 一 多 p(y(t;s,y0)) 给 出 
的 映射 ,并 置 
fC) 一 Frag Cty Ess 0) EE s,s) > 
则 w(t) 对 上 连续 地 可 微 , 且 
《dtDfr) 一 于 和 (Ki)，zre fr yp)， (2.21) 
其 中 fw 恒 守 0 ( 据 引 理 2.8)，w(3) 一 贸 j(yo)， 从 表达 式 
《2.21) 及 引 理 2.8 易 推 出 (ii) 中 各 个 结论 。 定 理 证 完 . 
显然 Se .和 我 们 看 这 个 特 款 ， 人 尾 给 pe .多 我 们 有 
Sel1,0) 一 83s(1,0》 戏 1E《 一 0 ,20)，Strabt,7》 对 7 可 微 ; 记 
Runs) | , t€ (—c0,00). 


考 虚 方 阵 


ed OCSs(1 ,7y) — $1,y)) 
0y | Oy 


— Rep) = (rH(1)), 
其 中 fC 一 0 对 1 之 7 (《 见 定理 2.1 及 命题 1.4)， 直接 计算 就 


s 95* 


y=0 


给 出 


ei = RR HO 
(2.22) 
于 是 握 定 理 2.1, 命题 2.2, 引 理 2.7 及 命题 1.4， 下 述 命 题 成 立 . 
命题 2.10 gpa(t,0) 一 0 对 所 有 (1,8)E (一 0 ,00)X BY. 
当 ?ye 4。 趋 近 于 0 时 ， 
OSir,ellt sy) 
Oy 
对 所 有 (1,8)€ (一 0 co) X FF * 均匀 地 趋 近 于 Ry.m《)， 对 每 
一 PE 多?，Ryya(t) 是 二 阶 三 角 式 方 阵 , 其 对 角 线 下 面 的 系数 都 
是 0， 其 对 角 线 系数 顺 次 是 
(1 ~— {Cpl gCB8))) oC XECB)), 
AXEB)), XB)), 
Rust) 对 (1,8)eE( 一 00,00) X 多: 连续 ,上 且 在 (一 co ,co)X 史 
上 有 界 , 并 且 , 若 对 于 一 na 有 其 由 (SC8))) 一 1 则 Rya《m) 的 
第 一 个 行 向 量 为 0。 
对 M* 上 辣 一 点 5 处 的 正规 #- 标 架 及 FFE .多半 合 Fre (5 
给 出 同 (1.1) 由, 这 是 一 正安 方 阵 ， 若 5 是 5 的 一 常 点 , 则 因 
ProjX#( 8) 一 projyx#(8’) 一 SCBAEIM SC pb)), 
VsgrCt》 中 第 一 个 行 向 量 是 (1,0,…,0) 对 所 有 1&€ 《一 00,00) 
对 于 XE 字 .及 8E +, 我 们 也 将 把 方程 组 (Xti,a) 写 成 屁 
式 形式 
党 = yRist)” + Xremtel ty), (1,7)€ Le, C Kui) 
其 中 
KRemth st 7) 一 Kiss y) 一 中 fieK ED 
定理 211 对 于 XE ,,8€ 名 * 及 给 定 如 上 的 M" 上 的 连 
续 范 数 f(x)， 方 程 组 (XL,sy》 具 有 性 质 : 
Ki)》 若 对 于 一 和 有 民 则 《983)7) 一 1， 则 向 量 Zip,nCtos 7) 
&* 的 第 一 个 分 支 =0 对 所 有 y& A,。 


* 9096 « 


(ii) 及 cx 村 (0653 GD = rragks 2), Kkemrs yx 下 5) CE, es 
Kgemrhpls 十 ty) 对 sfE( 一 coyoo) 及 y€ A,, 

《iii) 莽 8 及 PE 多 ¥* 是 M" 上 同一 点 处 的 正规 w- 标 架 , 则 
《Xp 是 由 《Xt,g1) 经 过 变数 变换 了 一 yV yg'l?)"* 而 得 的 方程 
组 ;事实 上 ， 

Ro 一 Vag CR PO Vg CO 十 了 op 人 de 


1 EE{—00,00), (2.23) 
KomiieriCt, y) Se XRemli,p1f, yV gp' Ct) IV geCe)', 【加 y) E L,, 
(2.24) 


证 《i) 明显 。Kii) 中 前 一 等 式 从 命题 1.4 及 Ryallt) 的 定 
义 得 出 。 由 于 (2.3) 及 (2.17) 等 , 易 看 由 
Keszxtp tsy) 一 Xe 十 为?)， 
由 是 (这) 中 第 二 个 等 式 也 成 立 。 
现 证 (iii). 设 5 一 gq*(8) 一 gz(8),f 及 BE.F8#t. 若 b 是 5 
的 一 奇 点 , 则 其 由 5) 一 0， 从 而 
Rip, eCt) Ei Relt), Rts,g'1r) 二 Ra'trt), 
这 情况 下 的 (2.23) 已 给 在 (1.2) 中 。 若 &5 是 一 常 点 ， 则 Fa 
是 正 交 方 阵 ， 其 第 一 个 行 向 刀 是 (1，0，…，0)， 从 而 据 (《I.2)》 及 
《2.22) 直接 计算 也 给 出 《2.23)， 既 然 《2.23) 总 成 立 , 所 以 要 证 
《2.24) 我 们 只 须 证 


Krpatys yVea Ct) = Xperts YIVeg Ct + y Co 2 


(1,y)E Le {2.25) 
( 即 《Xtpa"1) 是 由 《Xty,m》 经 过 变数 变换 y' 一 yV yy(e)" 而 得 ). 
要 证 (2.25), 考虑 微 后 变换 89s、，9s* 给 出 同 《2.10) 中 .对 于 
hap《1s9y) 一 yV gst)"， 我 们 有 
alt heatyy)) 一 DAT YY (17) EL (2.26) 
这 是 说 5 一 9y'Hgpy 


+ 97 » 


> 2 一 co co) X M* 


oo 


其 中 Hay lt,y) = We 于 是 因 
4 (地 | + C0 Xl,)))) 


[2 


= el9s(1,7)) + (0, XCF A y))), 
dy (已 | +0, Xyls, 7))) 


= el8p(1,y)) + (0, XC P(t, y))) 
见 (2.15)), 我 们 必 有 有 
dH gg | 十 《0， Kali, y)) ) 


fy 


= 页 | 十 (0, Xo CHgg lz, y))), 
BB Cfa¥) 


因此 ， 
XHog Ces 9)) — dhgy (| + C0, Xekr, »)) ) 


fs¥) 


== dhgg’ | ) 十 dhsg'(0, Nalt, y)), 
£9) 


Ort 
即 
dV ga Ct) 
Kei yVap li) ) 一 3 A 十 Xalzys YIV ga Ct), 
(1, 9) € Ho, (2.27) 


男 一 方面 ,从 (2.16) 及 (2.26) 我 们 有 
Xl, yVae'Ct)"™) Kai, YOV pp’), 《ts y) € Ho, (2.28) 
因而 据 (2.17)， 
BoC, Vo CO ) 一 Sb) Taor(Ds 一 y erly ,1,y) €E Lo. 
(2.29) 


现在 , 若 5 是 3 的 一 奇 点 , 则 因 并 $ 必 5)) 一 0《 对 所 有 人， 
和 ppy) = Rozsy), XrpyKt,y) 一 Xorkr,y), 
而 (2.27) 即 《2.25)，。 车 5 是 5 的 一 常 点 ， 则 因 正 交 方 阵 For 
的 第 一 个 行 向 垦 是 (1,0,…,0) 《对 所 有 ?), 所 《2.29) 我 们 有 


Sb, yV yy tt) ) = St,y), 1) € i. (2.30) 
同样 理由 及 (2.28) 给 出 
Xblz, YyV gp tt) ) XX5(z， y), Kz, y)E€ Eo, {2.31) 


从 这 些 及 Xi,elt,，Y) 等 的 定义 ， 我 们 奢 出 (2.25 ) 仍 成 立 。 定 理 
证 完 ， 
定理 2.12 对 任 给 的 >0 及 > 0 3 在 绾 中 有 一 5C” 邻 
域 or CR ,及 一 数 8 >> 0, 上 < Min{Ee}， 使 得 只 要 不 E YY， 
即 有 
sup | XRemtts ts 7 < 5. 


(ty A LF | 
证 对 XE 如 ,及 he.FH*， 可 写 
Kagemtp e139) = CXrsaltyy) — Stn y)) 
+ Sta, y) — YR st 7)) PE2 
因 当 YY 趋 近 于 0 有 时 ， 
OSinelrt, y) 
Oy 
对 所 有 (1,8)E( 一 0,00) X .多 # 均匀 地 趋 近 于 RipgiQ)， 所 以 
应 用 中 值 定理 可 得 一 数 5 0, 上 < Min{6。,5}， 使 
sup Sra #, 7) 一 ?Root 7) < 5 6 
C9, BYE LX FII | CE 
又 控 引 理 2.7 及 命题 2.4 也 可 看 电 ，{X,$} 充分 小 荀 闻 
sup NX yO— Swat, 7) < 专 。 


(BI EL Xe 
这 和 证明 定理 ， 
定理 2.13 对 任 给 的 >0 及 > 0 在 2 且 -中 有 一 6C 邻 
域 Y CC 有- 及 一 数 5 之 0,5' 民有 ,， 使 得 只 要 XC”*， 即 有 
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smarteCe yO < ps 

及 

XRemt Cts) 一 Xremriats 7 NN < xlly— yl | 
对 所 有 (ty) 及 《ry)EL,, ly 所 #8, ly le, 及 有 6 t+, 

证 与 上 证 相 类 似 地 证 ; 据 命 题 2.3 及 引 理 2.7 可 看 卓 ，{X。 
$} 充分 小 纺 泣 
sup {X00 3) — Se,sr, y) 
Lx 


本 (局 《天 Tt y) 一 Sralt, 7) 半 


充分 小 。 

显然 兴 (GD)C 多。 本 节 下面 ， 设 4 为 M" 中 一 子 集 , 在 
pK 一 00 之 1 之 00) 下 不 变 , 记 

(5S,A) 一 {XE |Xuw(0,0)> 0 对 所 有 cE rn1(A)}. 

显然 r 《4) 在 8《( 一 吕 过 1 过 %) 下 不 变 , 且 Cc， 

我 们 指出 下 述 几 点 ， 

(io) 落 XE 骂 ” 满足 Xoj(0,0) > 0 对 某 一 6 dz, 则 因 

Kx KE IV Rta OT) Kirilt, y) 

对 rc) 二 zao) 及 C3,y) 一 《0,0)《 见 《2.31)), 所 以 XxX0,0) 
也 之 0 对 所 有 使 r(a) 一 rm) 的 at 8; 

(iio) 如 果 XE 缆 《(5, 4)， 则 畴 的 任 一 奇 点 xo€ 4 也 必须 是 
5 的 一 奇 点 。 这 是 因为 若 x。 不 是 3 的 奇 点 , 则 有 ace Tr"(A) 使 
tg) 二 xo 但 据 (2.16), 在 xz 是 蕊 的 奇 点 这 情况 下 

一 .+to(0,0) 一 0。 

由 是 用 x*《0,0) 一 0, 与 Xe .2 (034》 相 矛盾 ; 

《iii》 如 果 Xe 孚 (089 4)， 则 因 对 任意 的 (#, zc)e( 一 oo， 
00) X rz KJ)，z2*@(a) 一 Xezyfa)， 故 据 (2.17)， 

RC, ?一 KX,«g a0, y) 

由 是 允 :*:Krz0)7> 0 对 所 有 re( 一 coyoco)， 

记 
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之 一 {1,2)€ Eilzll < to} 
《ia 同 (1.4) 中 )》, 设 XE 妇 (5,4), a tr (A)， 记 
Fx,s = {C1,2)€(—00,00) x El(z,2) EL, 
Kx Ct, D2) > 0 H Sixlr,0,2) > 0}, 
从 Kx, y) 及 S.*(al py 7) 对 《1,y) 的 连续 性 及 . 完 《5, 4) 
的 定义 , x,s 是 E" 中 一 开 子 集 包 含 :- 轴 ， 我 们 于 是 考虑 藤 微 分 
方程 组 
dz 
dr 
其 古 %(zsz)e Br ， 而 
(0,X1, z)) 一 0 Kx 1, 0,z) 
— Sx*ot, 0,.2) EE”, 

我 们 说 明 一 下 5 显然 6 好 -(5,M")， 因 而 可 定义 (5。) 对 
任 一 a《 好 ,但 $1 钻 提 到 的 方程 组 〈S。)》 的 定义 方式 《 它 定义 在 
E" 的 开 子 集 尺 ， 上) 与 这 里 的 不 同 。 在 下 面 命题 2.16 中 , 我 们 将 
指出 ，Fs.。CKR。 且 两 种 不 同 的 定义 方式 在 s,s 上 实际 上 一 致 . 

引 理 2.14 设 A4 是 M" 中 一 子 集 ,在 由 《一 op < 之 1 之 0) 下 
不 变 。 若 前 面 给 的 常数 c 及 给 在 M" 上 的 函数 f(x) 满足 要 求 : 
fx) 一 1 对 所 有 使 SCx)l| 2e 的 xce4A， 则 对 任 给 的 

XE .22 人 2034) 及 oer A), 


= Kt,2), (zz)》E 记 xioy (X.) 


我 们 有 
0, N12)) 一 Xo s, 0, 2), 
如 果 (1,0,z)€EL, 且 ||SCp(r(a) NN > 2c。 
对 XE (8,4) 及 aE Tr-《A)， 我 们 也 将 写 ( 完 ,) 成 尾 式 
形式 
dz 


Ar zR CE Kheni ts 2)s C1,2) € Ly CX,) 


其 中 


10L“。 


Ct, 2z) > CC, 2) 本 z 丰 Ce) 
(CD 是 三 角 式 方 阵 ， 见 S1)。 定 义 ( 移 。) 如 上 ， 6 易 看 


出 沈 (1，z) 对 (1，z)E 8x。 连续 ,对 z 可 微 ， 且 与 Ca 也 对 zx 连 
续 . 仿 是 (2.227 式 易 计 算出 
RL) 一 


2 Is=0 


对 MM"” 上 辣 一 常 点 处 的 正规 (# 一 1)- 标 架 = 及 ar'€, 记 
Vo?) 一 相关 和 矩 阵 《B(xz)，B,(x')》" 同 $1 中 ， 易 看 出 
I 0 
Vk Ct) 一 [> es 
命题 2.15 设 4 是 M* 中 一 子 集 , 在 p( 一 9 < <oo) 下 
不 变 。 对 于 XE 如-($,4) 及 a Er 必 A)， 方程 组 ( 芝 ,) 具有 性 
质 ; 
(i) Re cl) > KCs 十 1) 对 了 及 i€ (—00,00), 
Rhee t, 2) 0 Krom Cs 十 加 2) 
对 sE( 一 00,00) 及 (#,7)€ Tx,0) 且 
Lyx, — i(1,2) EE El(s + 21,72) ELx,}s 
(i) 车 a 及 a’ 是 M* 上 5 的 同一 常 点 处 的 正规 《x 一 1)- 标 
架 € zr-K4)， 则 《入 v"》 是 由 (这,) 经 过 变数 变换 z 一 zV 2)" 
而 得 的 方程 组 ;事实 上 ， 
RA 一 Ves V "+ Ve et, 


1€(—00,c0), 
Kaien KI 2) 一 Reem ty 2V ua NV ,t,t, 2) € Ls, 
EE Gz) Ex SP ) € Lx 
证 (i) 可 从 命题 1.4 及 式 子 (2.17) 得 到 , 《ii) 中 的 关系 式 
(2,3) € Lr SP, IV ot) € x, 
易 用 如 同 (2.30) 上 扩 (2.31) 的 式 子 验证 。 (ii》 中 其 余 两 个 等 式 可 
从 定理 2.11-(i1i1)》 及 引 理 2.14 推出 ; 事实 上 ， 据 5 及 XX 的 连续 
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性 ,对 任 给 定 的 《1,a) E (一 co,co) X r 4) 我 们 可 取 常 数 ce 及 
函数 f(x》 满足 这 引 理 要 求 且 使 得 
XER os, (shATaD NN > 20, 
对 任 一 x €8, 记 
DB,.: (—00,0) X Et'— M" 
为 由 饮 (有 人 一 更 ,Xi05) 一 exp 名.(1,z)($1) 给 出 的 器 射 ， 
这 是 一 C! 型 映射 
对 任意 的 Xe 肥 (3,4) 及 cEr 《4)， 简 记 


二 
和 
成 :ho 0， z) 


则 73x,sCrf;z》 对 (1,z) 《上 x,。 连续 ,对 ? 可 微 , 且 97x.s/3zx 也 对 
z 连续 .又 了 x,el1,z) 在 Zx,。 上 重 0, 且 
fxr.exnli, 2) = fx,ols + 1,2), 
命题 2.16 设 A 是 M” 中 一 子 集 在 $8,( 一 0 < 上 < oo) 下 不 
变 。 对 于 Xe (54) 及 gEr-《4), 方程 组 (人.) 具有 竹 质 : 
(i)】 代 kom?;Z) 对 《1,2z) &€ 上 上 xo 连续 ,对 z 可 微 , 且 在 每 一 点 
《5,#) € 上 x,s 处 都 局 部 地 满足 一 Lipschitz 条 件 , 即 ，(《s,w) 有 一 
个 在 三 zx,。 中 的 邻 域 人 Fs， 且 对 应 于 《s,w) 有 一 常数 Ew 使 得 
bop #2) 一 Kromea rs # NN SE Kewtlz — 2 
对 (402) 及 (41,2 ) € Ds, 4); 
(ii) 若 zC#;s,#) 对 于 1€ 某 一 区 间 《(#,，s”》( 它 包 合 个 是 
( 芝 ,) 的 一 和 解 使 zs;s,#) 一 #4， 则 及 在 M* 上 过 多 ,(s,w) 的 积 
分 线 包 含 {多 ,1, z(t;s,n))1lr El(s,s")}; 确切 地 说 ， 
Bz 5)) = bri GBs, 4)), 
其 中 


一 re 


是 对 * 连续 的 严格 递增 函数 , 它 当 1 一 :时 取 值 9， 多。 在 
(5,#) EF 上 x.。 处 是 正则 映射 。 
对 于 Se 好 (5，M*) 及 a€ ,我 们 有 Zs,s 忆 RR。， 且 关于 


”103“。 


($,) 分 别 给 在 上 面 及 前 节 中 的 两 种 定 义 在 ,。 上 一 致 . 

证 这 里 (i) 中 所 述 的 连续 及 可 微 性 可 从 名 (+,s) 及 所 (CD 
相应 的 连续 及 可 微 性 得 到 (i》 中 所 述 的 局 部 Lipschitz 条 华 可 
用 中 值 定理 以 及 命题 2.2,2.3 中 所 述 关 于 Sst 9) St)(1y)， 
Xe*teuftsy) 一 Siofgay) 的 有 界 性 及 它们 对 y 了 的 Jacobian 方 阵 
的 有 界 性 得 出 4 对 于 (〈*, *)， 我 们 不 失 一 般 福 可 设 jisl| 二 5)。(ii) 
的 证 法 同 定 理 2.9-(ii) 中 ， 藉 

dP A Rs 0) 一 XD ry)), 
这 里 2 二 (0,w)e EE*, 而 os,v)>> 0， 故 
XD #08)) EE0 

县 不 与 S$ 过 $Cr(a)) 处 的 起 割 曲 面 

N= {ré Mx — Htsly), 

y— yy ye E", yl) < Co, y= 0} 
相 财 (N 是 M* 中 一 《一 1 维 子 微分 流 形 )， 进 一 步 从 《ii) 我 们 
又 有 

dB 1, KL)) fx sv IXCD #1)) 0. 

于 是 易 看 出 ， 纺 ,在 《s,x) 处 是 正则 的 . 

特别 地 , 当 和 一 Se.22r(8S,M") 时 ， 这 给 出 (s,w) EK 上 
(ra) 守 0 对 任 一 《5,w) Es,。( 看 前 节 )。 故 s,sCR。， 

为 完成 命题 的 证 明 ， 暂 把 前 地 中 定义 的 (3。) 写作 (5.) 以 别 
于 本 节 上 面 定义 的 (3,), 任 给 《4,w)E Zs。。 因 多 ,在 《;, 4) 处 
是 正则 的 C: 型 映射 ,可 取 【〔〈? zx) 在 Zs。 中 一 邻 域 到 使 得 多 ， 
在 食 上 是 单 映射 .于 是 (8.) 及 C3,) 过 (s,4) 都 分 别 有 解 zC2;5,4) 
及 zr;s,w) 对 1€ 其 一 区 间 (z,1”)《 它 包含 1)，zCs; 1; #) 一 
# 一 2《s;s,#)， 使 得 

C= {asin) 1 E(t, 7# EW, 

C= {rr,u) | E(t, 1 EW, 
且 多 , 将 C 及 C' 都 映 至 5 过 多 (s，w) 的 一 积分 线 弧 中 (看 
这 里 的 《ii) 及 前 节 )。 但 多 。 在 永 上 既然 是 单 映 射 。 就 必 有 
ZI 一 z(t;5H) 对 1 EEL? ,1”)， 这 给 出 


”1 04。 


二 _ dz(1;s,#) dz'{(135,0) 各 
Sals, 人 = . 3 Kj, 
a 5, 0) 并 FP i Cs) 


现在 ,命题 证 完 。 

命题 217 设 4 是 M" 中 一 闭 子 集 , 在 由 【一 oo <: < co) 
下 不 变 , 且 不 含有 5 的 奇 点 ， 则 5 在 有- 中 有 一 C' 令 域 沪 及 一 
常数 上 > 0 使 得 

(i) SR(S,A), 

(ii》 对 任意 的 苹 E 及 eeri(4)， 集 全 j(4, 5) 一 
《一 co，co) X 让 包含 在 上 x,。 内 ， 这 里 六 表 fyze 瑟 oz 所 
《由 是 (入 .在 其 4,E)》 上 上 恒 有 定义 )。 

(iii) 任 给 Xe 咏 。 则 当 给 定时 ，%asotaKzyz) 对 (zia)e 
村 X ri4) 一致 连续 ,这 一 致 连续 性 对 一 任 给 的 闭 区 间 《z',!“) 中 
的 + 来 说 是 均等 的 ， 并 且 存 在 一 Lipschitz 常数 x 使 得 

| 人 Rom t, 2) 一 KoencKts 2 NE Ezz 一 2 《zyz)》 
及 G5 ) ENCM",E), 

对 所 有 cer 4)。 

《iv) 对 于 给 在 (2.32) 中 的 ?epz)， 我 们 有 

0 二 一 inf fx ts 2) 


Conrad) EEIXT CA) 
XEY 


aap jxa1,5) = bo0, 


= 
Ler) EAX 人 AY 
XEY 


(Cv) sup semcCis xz) < co。 


Cz) E FOALIKT— CA) 
XE 


证 4 是 紧 致 集 不 含有 5 的 奇 点 ， 故 从 3 的 连续 福 我 们 可 取 
常数 Cos 
ce 一 于 int lsCol > 0. 
据 引 理 2.7;8 在 级 中 有 一 0" 令 域 沪 一 及 一 数 人 一 E> 
0 满足 


0 二 inf Slik t, 0,z) 
Bra)E JCALI KT (A) 
XE 
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< Se Sx 1 0,2) < co 
Ca) E ICASSIKT— A) 


inf Kt 0, 2) 
Cr FOALIKT™ LAY 
XE 


< sup Kix zy 0， 2) < 到 co。 
CryG36 FA dy 


于 是 CNR(5, 4), 且 J(4, CEx,, 对 所 有 XE 咏 
及 a ET 《4)。(ivy) 也 成 立 ; 又 据 命 题 2.2 及 2.4 及 1.4,《v) 也 
成 立 。 我 们 还 可 取 M" 上 的 函数 (x)， 它 一 0 对 于 1SG)1 委 ev 
且 它 在 4 上 了 到 常 值 二 1。 于 是 对 任意 的 Xe 区 及 erri4)， 

(0, 信 (zz)) 一 ZooswtwoKrs0z) 对 所 有 (1,z) 7 了 (CA,5) 
《 见 引 理 2.14)。 这 样 ,这 里 命题 中 的 (iii) 易 从 定理 2.9 (i) 直接 得 
到 . 

命题 2.18 设 4 是 M" 中 一 闭 子 集 , 在 由 (一 :< co) 
下 不 变 ， 且 不 含有 8 的 奇 点 。 则 当 >e 4 趋 近 于 0 时 (4 同 命题 
2.17 中 )， 

88.(1, 2) 
Og 

对 所 有 (z,4)€ 《一 00,c0) x ri4) 均匀 地 趋 近 于 六 -Co)， 

证 ”如 扁 命 题 2.17 的 证 明 一 样 ， 我 们 可 《对 于 适当 的 及 
lx)) 直 接 从 命题 2.10 中 一 论断 得 出 这 命题 

命题 2.19 设 A 是 M* 中 一 闭 子 集 , 在 由 (一 吧 < :< co) 
下 不 变 ， 且 不 含有 5 的 奇 点 。 命 哆 ,2 及 攻 A,E) 同 命题 2.17 
中 。 则 对 任 给 的 g&>0 及 “> 0, $8 在 经 中 有 一 C" 邻 域 % CC 
区 且 有 一 数 点 > 0, < Minft 让， 使 得 只 要 多 Xe YY， 即 有 


Sup . [weaCzz7 < 5. 
(fsa) TCASEIKRE™— CAA). ll 


命题 2.20 设 4 是 M* 中 一 闭 子 集 , 在 $( 一 0 之! < 00) 

下 不 变 , 且 不 含有 $ 的 奇 点 . 命 哆 ,5 及 攻 4,5) 同 命题 2.17 中 . 则 

对 任 给 的 A > 0 及 上 >>0，8 在 且 中 有 一 C 邻 域 omC 咏 

且 有 一 数 站 > 0，# < 之 <， 使 得 只 要 Xe ， 即 有 
Xie 7, xs) < 2 


* D6 + 


| 入 2 一 Kh tz) < el 一 2 

对 所 有 的 《#,8) 及 (z, x) ETA, 8)， i 志 #，1z 川 局， 及 
rErT MAY, 

这 两 个 命题 也 可 看 作 定理 2.12 及 2.13 的 特 款 (由 于 5 在 多 
中 的 一 C' 邻 域 也 都 是 它 的 一 C! 邻 域 ， 我 们 可 要 求 omC 史 及 
5 任意 地 小 》. 

但 上 面 讨论 的 对 于 Xe 有 7(05,4) 的 方程 组 ( 完 ) (eer (4A)) 
用 关 处 至 $ 的 奇 点 邻 域 与 整个 相 空 间 怎样 相关 这 方面 ,不 大 方便 。 
这 是 因为 在 s 有 奇 点 这 情况 下 ,不 管 限制 jz} 怎样 小 ， 一 般 都 不 
能 指望 入 (rt,x) 在 所 有 《tr z》 处 一 致 可 定义 ， 为 此 ,我 们 将 芳 
卉 较 方便 的 方程 组 《(X*)。 这 是 从 〈 筷 》 经 过 变数 变换 z* 一 z/ 
IsSCexrCa)))1 而 得 的 方程 组 .确切 地 说 ,对 任 一 Xe 有 (SNMH") 
及 mE， 命 

Les {Cr,2)€ Er (SCHh re) Lx}. 
明显 地 ,这 是 E" 中 一 开 子 集 包含 - 轴 ， 于 是 考虑 方程 组 
ds 


i XC, z )， (#,2)E€ Loy CX) 
az 
其 中 
X*(1, z) = RA, SCE rae))) Nz) 
lsCw rte)))| 
1 also NN 

SC BA ra) 三 

KA lS CBr Oz) sev， 
lsC&ArCa)))) OE 


易 看 出 X#《r,z) 对 (z,x)& 工 %%。 连续 ,对 ?可 微 , 且 9X#16z 也 对 
z 连续。 显然 可 写 
0，、XYCz， | Si* kt, 0, [SC@ (rae))) lz) 
, WD2 Kit ts0, (SC HTCa))) zs) 


Kx ts 0， SC $i rx)))z) 


1 
”ia 


“TU07 ， 


ss = N a : 这 z 
lSC pA road))) S, a ? 0 SC BA rl DA ) 


一 wtB Cn) 0, z). 
特别 地 , 当 处 二 5 时 ,从 命题 2.16 中 所 述 易 看 出 ,对 于 $1 中 
定义 在 K* 上 的 方程 组 《5*)《a€ 8 )， 我 们 有 
下 六 全 了 和 


0,S¥(C7, 2)) 一 Sixca(z, 0, {SCo(r Ca)) ls) 
C0 S37, 2)) ™ Ses 0 NsC BCrCe) Ns) 


i NS 
x | Ss#cCz,0, lSCHA re) zs) 


i i 于 g i 
JCB les0, so CrCa)) Nz) 
wty Ca))CD, 2), 
而 关于 (SX) 分别 给 在 上 面 及 前 节 中 的 两 种 定义 ,在 L$,。 上 一 
致 
定理 2.21 存在 一 t* > 0 使 得 对 任 一 ce di， 集合 
J*CM"”,F*) = (—00,00) X {z€ Ez < 6*} 
包含 在 L$,。 内; 并且 , 当 * 趋 近 于 90 了 时， 
QS2(1,.2). 
Ox 
对 所 有 Gir)€E( 一 00,00) X 加 均匀 地 趋 近 于 R#(0)，。 
证 KA 0) Sx ts 0) (lSCH ,Cro )))N, 0,..， ,0) 
对 ae 好 所 以 应 用 中 值 定理 ,5 在 紧 致 流 形 M” 上 的 连续 性 及 
命题 2.2 中 所 述 的 有 界 性 ,可 取 一 常数 5* 满足 
brsup SC2) | <&, 
使 得 
[Bis ts 0 SC BA TCO USC HAON 一 si < 了 
(2.33) 
NBs es 0 SC bra Na SC Br I — ou! < > 
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对 所 有 zE Be-b|zl < ie 及 ae GZ， 这 给 由 JCM' 5)CLY 
对 所 有 ee @. 进一步 要 证 定理 斤 述 中 的 均匀 遂 近 性 ,我 们 只 需 据 
2 Sx 0, 0 SCrCa) a)/ scrCe) 

区 全 和 

Six 0,0, SCr (a) Bre 0,0, SCrCoe)) ls) 

KE jsCzCey)| 

oC 0, 2), (052) ECM", LY), 
计算 对 的 Jacobi 方 阵 ， 并 用 定理 2.1， 命 题 2.2 及 式 于 2.3) 
即 得 ， 证 完 ， 

这 定理 把 定理 1.9 中 所 假定 的 是 C? 型 系统 弱化 成 C: 型 系 
统 ,并 且 把 其 中 所 假定 的 $s 不 含有 非 单 式 奇 点 这 条 件 也 取消 

对 于 XE 名 (8, M") 及 ae et， 我 们 也 将 把 《XY) 写成 尾 
式 形式 

a 


= zR#(t" + XE I 7), (2, 2) E Ly (CX:) 
[4 


其 中 
Xt, 2) I Xt,2) 2 RC yp (CX*(1, z) 
— S12)) — (S81,2) — xR*e)"), 


显然 , 世 有 
«2) atsS pr 0)) Nz) oR Cy 
Xia) SChCrle)))! SD 
一 Khrone ss ISCp(r Ca)) zy) 
ISCBrCe)))) 


由 是 直接 从 命题 2.16-(i) 看 出 ，X& cokrsz) 对 《bp z)E L$ 连 
线 、 对 z* 可 微 ， 且 在 每 一 点 《s,#)& 工 。 处 都 局 部 地 满足 一 Li- 
pschitz 条 件 ， 


1) 附带 提 一 下 ,由 于 这 原因 ,我 们 在 [31 中 所 得 的 定理 4 仍然 成 立 * 如 果 拒 其 中 所 
假设 的 8 是 Ma 上 一 C: 剧 系 统 没 有 非 单 式 宥 点 这 梓 一 个 条 件 绞 化 成 3 是 C" 型 
系统 的 话 、 同样 原因 > [3] 中 定理 8 小 所 假设 的 M* 上 4 进 系 统 可 弱化 成 
C1! 型 系 统 ， 
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我 们 将 取 定 一 兰 盖 0《 由 是 到 J*(M",5*) 一 《一 00,00)X 
{ze 五 "| zi 所 5*}) 满足 定理 2.21 的 要 求 , 并 且 使 得 对 任意 的 
(fz) EE JCM*,C*) 及 a € GF， (2,33) 成 立 。 这 样 ,我 们 在 

2 E Sorteifz 0 SC 由 za lz) 
i 
Si*oa#, 0, NSC $A 
Bed 0 SgrCa) le) 
(oF YU», Ta [3 
< Marl IsCpAra NN 
Sixca 7, 0, ISC Ar e200) < 
lsC8ArCe)) 3°" 
A*~— {z€E* ||z| < 5*}, 

定理 2.22 命 6*，A* 及 J*(M*, 5*) 给 出 如 上 。 设 A 是 
M* 中 一 闭 子 集 , 在 dx 人 一 co < 和 二 :+ 民 op) 下 不 变 昌 不 含有 5 的 非 
单 式 琳 点 , 则 5 在 中 有 一 0! 邻 域 Y* 使 得 

(1》 对 任意 的 XE 党 (5，M”) 站 YY 及 wer (4), 集合 
J*CM*，,，¢*) 包含 在 工 世 。 内 ; 

《ii 对 任 给 的 XE 妈 (S5，M") 几 YY* 及 一 闭 区 间 《( :> 
以及 fr-《4) 中 一 个 收 化 到 moe r -1 必 4) 的 序列 fai}, 向量 溪 数 序 
列 {Xmen《f,2)} 在 《Yt 》X A* 上 一 致 收 全 到 Xnco《1,*)， 

另外 , 对 任 给 的 之 0 及 :>> 0,5 在 局 中 有 一 C! 邻 域 
% CY* 且 有 一 数 5 汪 >0,， $< 之 5*， 使 得 只 要 XE .23 MT 
gz ， 即 有 


| 全 


及 | 六 ee) < p58 (2.34) 

| Xn, 2) O— Xoncat, 2 < 有 lz — zl (2.35) 
对 所 有 的 (zx, z) 及 (1, #3)EJtCM", 5*), Nzll 8 lz 6， 
及 oer 《4). 


证 对 XE 呈 及 gt 图， 简写 
戌 (4, 2) 一 Km 0, SCAr ry) za). 
EYE 
0, 2) = Biri 0 SC p20))) as) 
lsC$CrCa))) 


{2.36) 
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对 (1,2) EZ, R= 12， 和。 
于 是 ; 若 XE 好 (5,M")， 则 ” 
KE ts) = Hr s) tt {5#(1,2)— sReCe)'r}, 


(1,2) € LE,, (2.37) 
其 中 
WiC CR Mn Bh) 
二 大 到 光 


hsal ts 2%) 

我 们 说 ,对 任 给 的 se> 0,5 在 盈 中 有 一 C! 邻 域 站 (le) 使 

每 只 要 Xe 22 MnYAe) zer 习 4)， 即 有 
[C0) — Sl = | 到 co(p0) 一 如 (ty0)| Se, 
k= 1，2;，-… 1。 (2.38) 
事实 上 ,4 不 含有 5 的 非 单 式 奇 点 ,所 以 它 至 多 只 含有 有 限 个 数 的 
孤立 奇 点 a1,02,*……,4p， 且 每 个 奇 点 oj 都 是 单 式 的 。， 我 们 于 是 
可 取 M" 绕 的 C” 型 局 部 坐标 系 
gi:Gt > M", 

其 中 G; 是 E* 中 一 开 子 集 包 含 原点 0,g(0) 一 a, 且 g;(G;) 
不 含有 5 的 除 a; 以 外 的 任何 奇 点 ,于 是 5 及 和 任 一 XE 法 (5S,M") 
就 gi 来 说 将 分 别 表 成 G; 上 的 C! 型 常 微分 方 积 组 


+} 
a = Pify) = yOQ;(7) + my), y EGi, 


全 = Pxify) 一 Pify) + nxity), y E Gi, 


其 中 8; 是 一 #* 阶 正则 方 阵 ,而 
i OC _ 
dn Oy 0 
从 这 些 我 们 易 看 出 ; (i6)E* 中 有 一 实心 球 
Hi= {ye€ Elly| i}CG; (1;> 0) 


使 得 


tl 


Oe inf PN < 一 su lei 一 oo; 


3 EHiY#0 yll YEHiy 0 ?| 
《ip) 当 sup ClnxiCy2l 十 (Ormxly)1897)) 充分 小 时 , FH; 中 有 
一 点 为 使 PxzKz) 一 0 而 为 必 一 0 ( 因 XE 如 (5,M") 的 奇 
点 都 必须 是 5 的 次 点 ), 从 而 可 使 


本 Pr) 一 Pi lnz; Cy 2 
y eAjiryAY IPiCy)i vepinyaeo Ps;Cy) 


也 充分 小 。 这 给 出 ; 对 和 任 给 的 e 盖 0,3 在 受 中 有 一 C' 邻 域 
(8,1) 使 得 只 要 XE .BC03S Me mn (se,j)， 即 有 

XCx) 一 $C) < ells Cx)) did x€ gi(Hi;), 

7 一 1，2， sp 
命 R 为 A 一 U SB) 在 M* 中 的 闭 包 : 易 看 出 FF 是 紧 致 集 

不 含有 8 的 奇 点 . 于 是 据 s 的 连续 性 ， inf 1S(c > 0。 所 以 对 
于 se， 我们 也 可 取 5 在 经 中 的 一 人 C! 名 域 Ye, 0) 使 得 只 要 
XES(s;0)， 了 如 有 

上 XCx) 一 SCx) 和 elStx) 川 对 所 有 x EF 


我 们 置 Ce) 一 六 (5, 门 于 是 , 若 Xe .BCS Mon 
7 奔放 


yy《s)， 则 
XCx) 一 5S(x) 咱 所 slS(x)H 对 所 有 x*&€4， 


XCrCe)) 一 S(rCo) 首 志 slSCrCa) 首 对 所 有 z Er "(4) 


|XCB (ra — SCHATOODN < SC pr a) 
对 所 有 (za)E (一 00,00) XTT 4) 
《 因 4 在 pL 一 0 <:<co) 下 不 变 )， 但 据 Stw《1,y) 及 
及 x*(a《t,y》) 的 定义 《2.2) 及 (2.16)， 
dD sy Rarity 0) — Src ,0)) 
一 XCdt(rc))) 一 SCGKCzCx7)) 
从 而 据 (2.19) 及 指数 喘 射 的 性 质 ， | 


il 


{Xx 0) 一 dls pArA ee?) 

Xx, 0) 一 Src rs 0)) 

=— XCpATe))) — SCPATCE)))N, 

(10) EC—0,00) XT (A) R= 1,2,. ,nn, 

这 给 三 (2.38). 
对 于 XE 训 (5S,M*) 及 a Tr- 必 4)， 应 用 中 值 定理 可 表 
戌 (1 2) 一 (2) (站 (0) — B22,0)) 
二 4 Fried 一 Sta #30,7)) , )， (2.39) 


其 中 办 是 0 至 1SC$(rCa)))ls 连 线 上 一 点 ， 又 据 基 的 取 法 
及 (2.38), 对 于 XE RS,MONY (+) 我 们 有 
0 0) 


一 个 <(zyz) 十 有 (1,0) 一 工 > 到 


所 以 ,应 用 命题 2.3, 我 们 可 取 5 在 肥 - 中 一 C1 邻 域 %* 使 得 对 
XER(S MYMNYG* 及 acr 习 4)， 


本 CE 一 So] )> ee 
由 是 2 6 
Exoa Cr, 7) > 亏 对 (zyz ESI* CM",C*), (2.40) 


这 给 出 (1)， 进一步 可 依照 (2.37), 用 命题 2.6 及 2.2 推出 (ii). 
要 证 明定 理 余下 部 分 , 任 给 上 这 0 及 :之 0. 不 炉 设 k 志 4， 
据 定理 2.21 并 用 中 值 定理 ,可 取 一 之 0,《 < 兰 ， 使 得 
CS*C1,2) — 2R*C)T) 一 【Sr ) 


— 2'R*CDTY = 和 lz 一 2 


对 所 有 《8432 及 《rz )E€ CM", 6 ), zl < 5 | 对 < 委 及 
gE€g, 特别 地 ， 


|S2C#,2) 一 zRICAT < 了 上 


ss113* 


对 疡 有 (1,z) ET*(M",6*), lz 5 及 ez ( 因 SA,0)— 
0)。 所 以 要 得 出 《2.34) 及 (2.35), 据 (2.37) 并 用 中 值 定理 我 们 
只 须 证 , 8 在 多” 中 有 C: 邻 域 光 C%Y* 使 

OHzxre(1,2) 

sup {has, | +7 Oz ) 


EIUMI CY a Er A) 
人 


充分 小 。 易 看 出 这 可 能 性 由 于 《2.38)《 对 充分 小 的 e)，(2.39)， 
(2.40) 以 及 命题 2.2, 2.3。 定 理 证 完 ， 

命题 2.23 设 A 是 MM’ 中 一 闭 子 集 , 在 4 一 co < 一 oo) 
下 不 变 ， 音 不 含有 3 的 非 单 式 奇 点 。 则 $ 在 孚 ” 中 有 一 C! 邻 域 
YY 且 4 在 M" 中 有 一 邻 域 玉 具有 人 性质 : 若 XE%W 4 与 $ 在 A 
上 具 友 相同 的 奇 点 且 在 M?' 一 邢 上 与 5 一 致 ; 则 XE 2203) 

证 命 Ni 为 3 所 有 不 属于 4 的 奇 点 作成 的 集 合 。 因 4 不 
含有 $ 的 非 单 式 奇 点 ， 易 看 出 Ns 是 M?” 的 闭 子 集 与 4 不 相交 . 
我 们 于 是 可 取 4 在 M* 中 的 一 邻 域 更 ， 它 在 M” 中 的 闭 包 五 也 
不 与 Ns。 相交， 

对 XE 及 cE， 写 歼 。(z) 同 (2.36) 中 ， 我 们 说 ,对 
任 给 的 。 汪 > 0, 5 在 纪 中 有 一 C! 邻 域 Ste) 使 得 只 要 
XES age) 与 5 在 A 上 有 同 的 奇 点 ; 则 

[Bz,0)—1|<e (2.41) 

对 BB,(a) er (HH). 这 断 语 证 明 法 与 (2.37) 的 相 河 ( 彼 处 用 到 的 
四 的 谊 点 也 是 $ 的 奇 点 这 事实 是 作为 式 E 绍 (5,M") 的 结论 ). 易 
看 出 ， 若 卫 进 一 步 与 5 在 M* 一 本 上 一 致 ; 则 《2.41) 成 立 对 一 
切 (t3a)E( 一 00,00)X ZB。 取 


So 4 一 WH (+), 
则 对 于 XE 及 weg， 
Bt, 0) > 


从 而 及 wa《1,0) > 0。 这 证 明 命 题 。 


*» 1l4. 


$3. 常 微 方程 族 .AAA ， 


上 节 中 我 们 讨论 了 与 M" 上 常 微 系统 3 相 联 系 的 典范 方程 组 
本 节 中 我 们 将 涉及 线性 方程 组 及 扰动 后 的 常 微分 方程 组 二 者 的 相 
空间 拓扑 结构 的 关系 的 一 部 分 讨论 。 因 3 没 它 的 雪线 的 典范 方程 
组 为 数 非常 多 ,所 以 我 们 的 讨论 涉及 到 常 微分 方程 组 作成 的 族 . 

没 MV 3，、AMs 及 .AV 34 分别 为 如 下 给 出 的 集合 . 

-At 一 《一 ，5) 上 所 有 满足 下 述 变 求 的 p 阶 方 阵 沪 数 
CCz) 作成 的 集合 , 即 : CCz) 是 三 角 式 方 阵 ， 其 对 角 线 以 上 的 系 
数 都 是 0，C(D 对 1 E 《一 0 ,00) 连续 , 且 在 《一 coy*co)》 上 有 界 

re as WOLD le 


-4 一 (一 oo ,00) X Er* 上 所 有 满足 下 述 要 求 的 z 维 向 量 函 数 
zz，z》 作 成 的 集合 ， 即 ; ”以 t,x) 对 (1,x) 连续 ， 且 在 《一 co， 
0%0)XE* 上 有 界 


sup Isls,zL 竺 训 过 00， 


并 且 1,z) 具有 一 Lipschitz 常数 襄 

Cisz) 一 了 t,x 用 < 才 Rjz 一 2 对 所 有 (i,z) 及 (zs, 2 )E€ 
(—00,00) X 五、 

.Ai 一 集 台 (一 oo)JU(K 一 cocoyUKeco) 的 p 重 Descartes 积 ， 

对 于 CDe HS 及 tJz)E Ai, 设 永 永 及 六 忆 取 
定 满足 上 述 要 求 ， 

对 任 给 的 (PE -有 11， 我 们 将 写 

CO) = CO + CW, 1€(—00,00), 

其 中 Cz) 是 对 角 式 方 阵 , 其 对 角 线 系数 


diagC Ct) 一 diagCts) 一 Ciakt), 天 一 1,2,...,p 
而 COO 一 cl) 一 CG)。 简 记 
ECC;st) 一 exp | Cr Yar 
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exb { CC Yar 0 


= exp [cu Yar . >» 
0 sip | cu Yar 
EC;s,t) 一 ECC;s ,ln, 
其 中 Ton 是 对 角 式 方 阵 ,对 和 角 线 系数 是 S191 一 1 2 六。 
我 们 称 一 常 微分 方程 组 (Z)e ,zt,， 这 意思 是 说 , (Z) 是 
E: 上 一 方程 组 
至 一 z4(D tf) ~ <z<oo , seBr, (2) 


上 
# 


满足 下 面 《1%) 一 (IVY) 

(x) AC) € A !, 

《js) fli,z)€E A?. 

(is) 对 (2Z) 联系 了 一 确定 的 rz 一 + 一 (Crist ** rp) € 
-M5， 称 为 《Z ) 的 标 基 , 

{IV.,) 若 ri 二 一 00， 则 无 穷 积 分 

| EC A;0,1)40 
存在 ; 若 ri 一 co ， 则 无 穷 积 分 
| EK A;0, N40 = 一 [EAA4;0,1)40 


“也 存在 ;并 且 有 


> NH (| E450,1)40) < bi < 0. 


sup 
我 们 将 取 定 一 数 上 满足 这 里 要 求 。 
从 《〈!IV*) 易 看 出 : 若 ri 一 土 o ， 则 一 oo,oco) 上 的 函数 


exb diag 人 (FJ4r 
无 界 : 又 显然 ，E > 0， 
我 们 容易 举 员 如 上 所 述 的 方程 组 的 简单 例子 (例如 , 取 


和 


diagAlt) 一 一 1， 标 基 r 一 《一 co ,一 c0，…， 一 co 7))。 


现在 ， 设 常 微分 方程 组 《Z)6 .WV 给 出 如 上 。 于 其 中 了 到 
Kz,x) 于 0， 则 有 线性 方程 组 


= zsA(t),—%0 Zt 00, s€ Er?, (2) 


显然 , 它 仍 € -xzV,( 我 们 常 取 《2) 的 标 基 与 《2Z ) 的 相同 )。 
记 zft;sy#) 及 13558) 一 co 过 1 之 00， 分别 为 (2Z) 及 
(2Z ) 的 解 使 zs;s,#) 二 w= 5(s;s,#)。 
我 们 将 讨论 (Z) 及 (2Z) 二 者 的 相 空 间 的 关系 ， 
为 此 , 命 许久 一 2,%0) 为 (一 ,00) 上 所 有 连续 且 有 界 的 
P 维 向 量 函 数 lr) 作成 的 模 线性 空间 , 模 取 作 
cup,, Msc. 


对 任 给 的 一 点 《s,4)E 《一 0,00)X ?考虑 积分 运算 于 
Tu sO)) — P| C0) A400) 
rel 


+ fC8,zC035,4))) BC A;6,1)d0. 
由 于 (IV) 等 ,这 式 于 右 端 含有 rt 一 土 o0 的 项 的 无 穷 积分 存 
在 , 且 

Wea SCO < (Gu , sup .CO + HBs rel—o0,00). 
Ju(5CD)) 显然 对 + 连续， 所 以 Jo $C)) 仍 EK 一 0 ,0%0). 


又 记 
和 0 
-| 入 ， 
0 和 


其 中 1z 一 1/(1 十 294&4)。 由 是 0 一 1z < 守 1。 易 验证 
NM ADCN LA) < U2 NHAC)), 
R= 1， 2 yy 力 ; 
2 中 zl < lzAzl < zllzl。 
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定理 3.1 设 常 微分 方程 组 (Z )e .2pV。 给 出 如 上 。 则 对 每 
一 感 (sw) E( 一 0，,00) x E*:， 存 在 唯一 的 一 个 向 量 范 数 
E(1»,5su)E€ YA,m") 
满足 方程 
ED 一 J ls(7)). (3.1) 
式 子 Azks,4) 一 《sw 一 5;534)) 给 出 一 满 鼎 射 
Az:《 一 co) X Er~»(—00,00) x E?, 
具有 性质: 
《iD 它 把 (2) 的 相 空间 映 至 《Z》 的 相 空 间 , 事 实 上 
Azl1s2(t3534)) = 1283494 — Els;s,4))) 
(19x(t3591) — E1850)) Cs HY EC(—00,00) X Er; 
《ii) 它 是 一 5z- 上 映射 
ss#) 一 AzCs,w) < zs#) EL—00,00) X E?, 
2 6z — WEA1 + 2fad 4a). 
男 外 ,对 任 给 的 一 点 (s,#)E (一 0 ,00)XE?,(Z) 的 解 Kt;1,w ) 
等 于 z《t;s94) 一 51t;s94》 当 和 且 仅 当 zl; 5s; w) 一 1;s, Ww) 在 
《一 coy oo) 上 有 界 且 《zlrisss#) 一 BCrisss# jw 一 0 对 me 
(—00,00). 
证 对 于 {s,#) EC(—00,00) X E?*， 弟 推定 义 
E715594) 一 | fC(0,2(0;su))Er( A; 9。 1)40, 
"? : (3,2) 
Sr 一 人 (BD #655,u)4.°0) 
ri jt+1 
+f(0,aC0;5,4))) Et( A;0,1)d0, 
丰 一 一 1 ， Pp—2,...,1. 
由 于 《iVy)， 这 些 即 令 在 ri 一 土 co 情况 下 也 可 定义 ,并 且 都 是 
〈 一 co,co) 上 连续 且 有 界 的 向 量 函 数 。 置 


p 


S135) 一 St 


k= 1 


则 C2;ss 1) € 到 区 一 co ,co ) 且 满 足 43.1)。 
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我 们 也 易 看 出 ,对 于 《s,x),《3.1) 的 任 一 解 E 纪 -coco 
也 必 可 由 递 推 关 系 式 (3.2) 得 出 。 所 以 对 于 《sw):(3.1》 答 只 有 
一 解 红 2559)E A—%, co )。 

我 们 说 
8Crsssa)) < 5z。 (3.3) 
事实 上 , 记 C。 一 euP lsCr;s,u)Az|， 它 过 00。 于 是 


5Cesssn)Azal — Cdzfats < els;s, 1H)Azll 


> C&C0;111) 2X A A ON As) EN A 0, 749| 
R=1 由 | 


< 1z 


(455, #) 一 >) 上 S(O;s,4)AI ONE ASO, so| 


< NY Kessc0ss,)) 5 4s0,1900)) < a8, 


这 蕴涵 CCl 一 4zRy84) 一 CC 车 SO/ 十 2 全 7 Ea 
(1 十 204)，Cs 扫 意 8 从 而 

2 5255 wl SDs;s, #4) Sal 十 29484)7， 

如 所 要 证 。 特 别 地 ，(ii) 中 的 不 等 式 
C5,4) — AzCss)) — leCssssu) < Bz 
成 立 ， 

据 (IV;)， 递 推 式 子 (3.2)}，5C1;s,w) 的 有 界 性 (3.3) 及 方 
恕 组 《Z》 的 解 z5 s，#) 对 (t; s, #) 的 连续 性 ， 我 们 易 看 出 
S1359W》 对 《2?;5,#) 连续 。 特 别 地 ，Az 是 一 映射 ; 

(—00,00) X Er—(—%,0) X 五?。 
这 是 一 满 映射 ， 因 为 Is,#) 一 Azks,wn 弟 人 恒 志 5z,， 所 以 Az 可 
扩充 到 一 映射 从 球 5?*， 一 (( 一 0 ，0)X E?)U(co) 到 其 自身 
内 (把 co 上 映 至 co), 县 这 扩充 后 的 陕 射 同 伦 于 5?* 上 的 和 午间 映射 ; 
这 列 注 这 映射 的 拓扑 度 是 1, 因而 用 拓扑 学 中 的 常见 论据 , 即 得 
Az(fK 一 co co Xx E?)={—00,00) x Er?. 
要 证 明定 理 余 下 部 分 ,我 们 可 对 任 给 的 一 (DD € 攻 (一 co， 
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co )， 写 
p ps 
Josef E07)) = > 化 《soC9)ADC6) 


+ {9,2(035,4))) E( A;0,0)d0} EX A;0,1). 
对 这 式 子 右 端 取 微 高, 即 奢 出 
A 


+ El AD TF Hz, Cts)), 

所 以 ， 若 HbD) 满足 (3.1) 《对 于 基 一 (s,w)E( 一 09,00) Xx EB?)， 
直接 计算 就 给 出 zz;5,8) 一 5 满足 4Z)， 且 从 Jisy 的 定 
义 也 可 直接 看 出 : 如 果 ri & 《一口 ,%9)， 则 

DI Tein ol r 14) Tn 一 0。 
其 逆 , 设 人 一 219) 一 区 2) 对 茶 一 x EE?, 是 

Sri)lw=0 
对 于 ri E《 一 00 ,00)。 则 直接 计算 也 给 出 ，&60) 一 Jo 人“50C2)) 
满足 线性 方程 组 
4x zt 一 oo 一 到 co， 

Aat 

GAD 一 Js) — w ECA;O,) 

对 某 一 ww 一 (ww 0) € E?, 
但 w 一 0. 这 是 因为 若 rt E (一 ,0)， 则 

Sr Ys 一 用 一 JeaC EoC rE), 
从 而 w* 二 0, 车 站 一 圭 o， 则 因 

exp | diag AC# 2 

不 是 (一 co ,co) 上 的 有 界 函 数 :, 而 5 (0 一 JowXK5( 四 ) 在 (一 o%， 
co) 上 有 界 ， 由 是 wt 也 必须 一 0。 从 wv 二 0 就 得 出 &G) 满足 
《3.1)。 这样 ,我 们 就 证 明了 : 对 于 (s,w)€ (一 00,00) x E?*,(Z) 
恰 有 唯一 解 丈 z;:,w) 使 
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#2) 一 st5s54) — tsss 1 ) 
具有 性 质 
(Ca) EE 攻 民 一 co co ) 且 
(b) (rile = 0 对 于 re 一 co co)， 
而 So 即 为 EC;s,4)sw 见 为 “一 总 5 和 rz。 于 是 ， 由 于 对 任 
给 的 了 <( 一 co )， 
gfK838 (1 3 ) — sss ZC8 81 )) 
= os) — styss 1 ) 
仍 具 有 这 两 个 性 质 , 所 以 
El135 gf 359H)) — E72) — El1;s,1), 
即 保 相 性 质 (i) 也 成 立 。 现 在 定理 证 完 。 
注 据 (3.2), 映射 Az 的 作法 是 构造 式 的 。 
定理 3.2 设 常 微分 方程 组 (Z)e .和 给 出 如 前 。 如 果 
f(z,z) 具有 Libschitz 常数 


ee (3.4) 


则 Az 是 从 (一 coyco)X528 到 其 自身 上 的 一 拓扑 变换 ， 

证 根据 上 面 ,我 们 内 需 证 Az 是 单 联 射 ( 用 区 域 不 变性 定理 
易 看 出 从 吾 " 到 其 自身 上 的 单 映射 恒 是 拓扑 变换 )》， 为 紫 , 设 对 于 
(rz) 及 (sw )EC 一 00,00)X E?* 有 

AzlssH) 一 Axisx ) — (5H). 
记 
C 一 sup 。， (ECrisz) — E250 ))Azl, 
显然 ，C 二 co 。 于 是 据 定理 3.1， 
人 Er — E5590 ))Azl 


? 1 
> [fC0, 2(0;s,78) + EC0;534)) — fC0, 50;s,7) 
k=1 -1 
+ 03s, ))] EC A;O,:)Azd) 


+ >， | CSC05550) — SC06551)) ha Az A ON nAz) 
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x ECA;50,1)40|| < At tab4 + 5229484 
PA 


-5 (py 二 二 1284] Bas te (一 一 2 :co)， 


从 而 


Ce C Ge i th). 

所 以 , 若 (3.4) 成 立 , 则 (2122 1 十 24254)#4 < 1， 故 必 有 5 = 0， 
这 药酒 Es;s,#) 一 ECs, 3 由 是 # 二 # 十 红 s;5;4) 一 #， 定 

为 方便 ,对 于 前 面 的 《2Z)e A ,， 我 们 将 写 

和 一 有 1， 有 一 示 ，8z 二 Ex RRz by, 

记 .2, 一 -At x -At Xx .MN;， 如 前 徊 所 人 述 ， 作 一 方程 
组 (2Z)e HM， 由 一 个 方 阵 函 数 A4(D eA}, 一 个 向 量 水 数 
1(1,2z) E20V， 及 一 标 基 rzk MH》 三 者 组 成 ,并 满足 条 件 (IV). 
所 以 ,我 们 可 自然 地 把 〈Z ) 看 作 属 于 .MV 的 一 元 素 。 这样, 我 
们 就 有 加 

NM CA ,, 


我 们 将 把 .从 ,作成 一 拓扑 空间 ,在 其 上 取 拓 扑 如 下 :在 -At 
上 取 紧 致 开拓 扑 (3 中 每 一 元 素 是 一 个 映射 ,把 (一 co ,co ) 肌 到 
以 所 有 ? 阶 方 阵 取 模 .4r( ) 作 成 的 模 线性 空间 ). 同 样 在 4; 上 
取 紧 致 开拓 扑 。 但 A} 上 的 拓扑 则 将 由 (一 0)UC 一 co)U 
(co) 上 通常 的 项 序 拓扑 的 8 重 第 卡 儿 积 而 得 ， 取 .2 作为 这 些 
空间 的 Descartes 积 空间 . 于 是 我 们 取 .JY。 上 这 样 一 拓扑 ,由 它 
所 有 如 下 的 子 集 矿 作成 一 拓扑 基 , 即 

Wo—= WG,1) 一 GNI(X)e -AH Nx + fx t+ Rx 十 Sx < 4), 

其 中 <1<G 是 A ， 中 一 开 子 储 . 另 一 方面 , 命 N, 为 
所 有 映射: 《一 c0， co )X 五 ?一 《一 co co) x E? 作成 的 集合 。 我 
们 也 将 在 .V。 上 取 紧 致 开拓 提 。 


*122， 


如 同 定理 3.1 中 所 述 ， 对 每 一 (2 )e .A 联系 一 确定 的 瑞 射 
SCZ) 一 AzE.f， 

定理 3.3 5 在 .HV 上 连续 . 

证 设 T 是 HM, 的 一 子 集 ，(E)e6 多 (TT)( 这 记号 表 了 在 
AY ， 中 的 厂 包 )， 我 们 须 证 下 Xo)& 多 (35CT))， 或 等 价 地 证 了 
中 有 一 序列 {(Y;)} 使 得 

lim sup 5CY i )(z,2) 一 SCXoCtss)| 一 0， (3.5) 


jo 《zt 有) 下 《一 站 站 >X 二 了 
其 中 厨 一 《ze 吾 ?| 咱 xl <s 分， 


《Xe (TT)( 部 分 地 ) 是 说 ,CT ) 中 有 常 笋 分 方程 组 (X,) 


CD) 十 tts2), —00 to0,2€ Er?, (Xu) 


以 某 一 《raoyyzog -57po)E -Ms 为 标 基 , 且 T 中 有 党 微分 方程 组 
《XA7 


经 一 szCii + bilt,z), 一 c Lito0,rEE?, (X) 


以 Crigor2rs° Fp EE AVS 沪 标 基 ， 民 一 1 233 使 得 


lm , sup, HC 一 CeCD7 一 0， (3.6) 
LS， Ci 十 Exi) < 00; 


sup Cox) 一 tt,2) = 0, (3.7) 


Jim 
J Crs) EL— ETI 


Se Ca 十 kx) = co ; 
E=0,1 


limCrus ra ee " “rpo)。 (3.8) 
如 同 前 面 一 样 ; 写 Co 成 两 部 分 和 
Crlz) COO) 十 CHCz) ,名 = 1s2,3,..°, 
其 中 C%(3) 是 对 角 式 方 阵 , 其 对 角 线 系数 与 CiC?) 的 , 顺 次 相同 ， 
于 是 ,考虑 积分 方程 


F ep 
E(t) 一 > | (bir, zalr ;ss )) 
tml “ih 


十 ECr CHIN ONE CI; r,t)dr, 
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页 一 0,1:2:3，… 
其 中 


ECCi;r ,1) 一 Tyexp | CC Yar. 
如 了 同 前 面 ，zi(#; f，w) 表 (X4) 的 解 使 zi(s; 1， 4) 一 w。 据 定 
理 3.1, 对 任 给 的 《:,w) E《 一 2 ，c0) X E*， 这 方程 丛 有 一 解 € 


(一品 ,00)， 将 记 作 《zs9#); 而 绕 XX) 是 油 射 ; 
入 (—c0,c0)X Er—(—00,00) X E? 


人 = (ss,# 一 sis;s 1H)). 
我 们 说 ， 对 《一 20， 00 )X E? 中 任 给 的 一 收敛 到 《s,s6) 的 
序列 (5;, #5 站 及 一 序列 4), 序列 (8gC55 5 18)7 收敛 到 
to《s0;50316)。 事 实 上 , 据 定 理 3.1-(ii) 及 (3.6),(3.7)， 


su | sc3sy #) < co, 
UEC TXEP 
二 二 0,1 PD 


所 以 19399 的 )} 有 收敛 的 于 序列 ; 而 我 们 要 证 明 的 ， 等 价 地 
说 ,是 每 个 这 样 鲍 收 伍 子 序 列 都 必须 收敛 到 与 (so; gs *w). 为 简便 ， 
我 们 可 不 失 一 般 性 , 假定 【SC5353 本 )} 自身 是 收敛 的 ， 并 假定 
它 收 伍 到 总 6 Eft， 

我 们 须 证 总 一 (soiiot)。 为 此 ， 简 记 6 一 SC515 fi i) 
CQ 一 ]) 2 3 办 并 考虑 线性 方程 组 


全 = zCiD), —%0 L100, EE? 
£ 


的 解 sitssH) 使 B44553 7) 二 要 (天 -= 0,1,2,3,.….), 于 是 ， 
从 (3.6) 及 (3.7) 我们 有 ? 

lim leas #573 #4 ) 一 zol#;503 0 = 0, 

A (3.9) 

上 一 与 ) 一 了 Cnsn 一 名 川 一 0， 
又 据 定 理 3.1 及 (3.6), (3.7)， 

Pe 上 zk 全》 一 SiCtssis 0 — 7) 


1) 这 易 愉 被 分 方程 求解 的 Picard 逐次 撑 近 法 看 出 。 
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和 sup ésCess, 4)) < oo。 


sup llzol #53010) — Bol#3550510 — 5) < 0, 


所 以 再 据 定 理 3.1， 我 们 就 看 出 
zol1y so) 一 Bo F350, to — 8) — E0350, 10), 
如 果 
(zo riossosro) ~— Batisos to 一 吉 ))70 一 0 
对 rw E( 一 00 co )。 (3.10) 
但 《3.10) 成立， 因为 (3.9) 中 所 述 的 收敛 性 实际 上 在 每 一 闭 区 问 
《47 ,二 》 上 是 一 致 的 , 且 据 《3.8) 及 定理 3.1, 当 了 充分 大 时 ， 
(wiiCrits? SiH ) Ba Tas Si Hi 一 与 )71op 0, 
如 果 rE《 一 CO，00)。 这 给 出 (3.10); 特 别 地 , 5 一 (503s0340). 
这 证 明 断 语 ， 

从 这 断 语 ， 训 Xo) 的 连续 性 以 及 欧 氏 空间 中 有 田 闭 子 集 的 紧 
致 性 ,我 们 易 得 出 结论 : 对 任 给 的 e 盖 0 及 j 存在 太一 起 oy 门 
使 得 

sup 5CXL Dt, 2) — 3CX,) C7, 2) 心 6。 


CB EC— ji HS 
所 以 人 YA 有 子 序列 满足 (3.5》。 定 理 证 完 ， 
现在 , 任 给 (X)€ -A 


到 = gCC) 十 工 roz)， 一 co Lt, rE Er?, (CX) 
去 


以 《rr ,rp) 为 标 基 。 命 fi 二 rt 或 一 0 按 riE( 一 0 ,00) 
或 一 十 co 而 定 。 我 们 将 称 有 序 给 《mr …srp) 为 《X) 的 次 标 
基 。 当 rt E《 一 0 :co) 时 , 记 

[rilx ey {lz ,8+"*» Zt)E E?| Zi 一 0 对 于 rj; < ri}, 
这 是 E? 的 一 子 线性 空间 。 

我 们 将 称 一 《和 )E -Ap 


CG) + brs), tm, rE Er, (X') 
如 
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与 《X) 协同 ,如果 (i。) (X) 与 《X”) 的 次 标 基 相同; (ii。》 存 在 
一 变数 变换 (x) 一 zV(r), 其 中 Vz) 是 正 交 方 阵 且 对 * 可 微 ， 
1E€《 一 00, 00)， 使 得 《XX》 经 过 这 变数 楼 换 后 变换 成 (X), 且 
[ri]x 在 这 变换 下 保持 不 变 
加 区 [rt]x) 一 [rijx 

对 每 个 ri &E (一 00,c0)， 这 如 (z) 将 称 为 一 协 回 变换 。 

我 们 注意 , 若 《X') 与 《X) 协 届 ,以 (zs) 一 zV(z) 为 协同 
变换 , 则 

zCC) + Fs2) = PFCDr [coorc 十 | 


+ tit,sV IV. 
于 是 因 tlt,2) 及 tz2) 都 是 《一 oo :co 7X 百 ? 上 的 有 界 函数 ， 
我 们 必 有 

CO) = VO)" [cr 对 2], 


所 以 线性 方程 组 
~ C0’), 一 co <t<00, x€ Er 

也 恰 是 
全 sc), -一 oo <tc0, zEE? (X) 
的 协同 方程 组 ， 

定理 3.4 设 (X) 及 (XX )e .A,X ) 与 《X)》 协同 以 及 为 
协同 变换 。 则 

AxH = HAx:(—00,00) X 瑟 一 《一 coyco) Xx Er?, 
其 中 H(t,#) 二 (2)。 

证 记 zlz;554) 及 式 5559) 分 别 为 (X》 及 (XX) 的 解 使 

ZS = He ss ), 
并 考 存 
E8135) 一 zl#yss 0) 一 zl73s 71), 
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据 定理 3.1 易 看 出 ,要 证 明 这 定理 ,只 须 证 : (a)》 研 #3194)VC) 在 
《一 a,4) 上 有 界 ,《Cb) SCriyson)VCri)loay 一 0 对 ri (一 00， co )， 
或 等 价 地 ,内 积 
《Erti558 Vr CECrAsS 2V Cr) 0 

对 zs € [frilx, ri E{ 一 5， co)。 但 (a) 朋 显 , 因 E(t; 5s, #) 在 
《一 oo， co ) 上 有 界 而 V(x) 是 正 交 方 阵 。 这 内 积 也 为 0， 因 
SCri3ss Ku) 一 0 对 riE(《 一 0 ,00),， 且 协同 变换 如 给 出 

ZV Or) = Vr) EE [rilx 
对 z Elrijx 及 riE( 一 00,00)， 定 理 证 完 。 

下 面 ,我们 沽 咸 一 线性 常 微分 方程 组 
42 一 Bt), —O 1 00, 

ds 

Z(t,% ,2 ) EE?, (X,) 
其 中 Bo 一 (itD) 是 三 角 式 方 阵 ， 其 对 角 线 以 上 的 系数 5 人 (9 
(i 之 门 ， 都 是 0，BLt) 对 :连续 , 且 在 (一 co ,oo ) 上 有 界 

sup | -ABCN) 到 开 < oo 


记 xpa 一 co <1< 00), 为 《XX,) 的 解 使 x(0,4) 一 2 
为 方便 ,我 们 将 称 〈X) 对 于 E? 的 一 直 和 分 解 
五 一 五 _ 人 四 歼 + 
及 带 数 过 0, 加 >0 在 《msco)( 其 中 一 co 委 和 < 玫 co) 上 具 
有 性 质 《P)， 如 果 
zts TT, |z(s,u expC nT ) 
对 所 有 (ssn)E (1n,00)X BE. 及 T 之 dl， (3.11) 
zw < |zCs + Tu) exp nT ) 
对 所 有 Cs,4)€ (HH,0)X Bi 及 了 TT 守 衣 ， 
我 们 将 称 《处 。》 对 于 {1,2,… ,Pp} 的 一 子 集 三 及 常数 1 过 0， 
由 > 0 在 《mco》 上 具有 性 质 《P)， 如 果 


1 于 
末 biaks td 


127.¢ 


对 所 有 KET A> 及 了 守 d,, 


1 i (3.12) 

于 | bixks + Adt 一 中 

对 所 有 E41l,2,"…*,p} 一 J_, 之 如 及 了 T 守 , 
《六 
2DCE 0 
有 .13 
le ed C3 
并 考虑 方程 组 

0 一 z 5 一 co < 一 co，x € Er (CX,1) 


又 对 任 一 ze Et， 写 z 一 {pr(z) ,pr Cz)}, 其 由 pr(ze( 一 co， 
0),pr (z) € E?"'. 于 是 
人 一 pr'(z(1, 4)) BC), 


即 pr《ztz,4)) 是 《XX,-1) 的 解 使 
pr lz(0,H)) ~ pr (wu), 
朋 显 地 ,《X,) 有 一 解 是 


zt et ) = (ee buls’ Yar’, 中 ， 


其 中 ea 一 (1 0)，06E El, 
引 理 3.5 ”方程 组 (X) 对 于 52 的 一 直 和 分 解 
Er E_ODE, 
在 《0,co) 上 具有 性 质 《Pi) 的 充 要 条 件 是 它 对 {1,2,… ,Pp} 的 
一 子 集 Jy- 在 《0,co) 上 只 有 性 质 《P:)。 在 这 条 件 下 ，dimE-_ 必 
等 于 了- 中 所 含 整数 的 个 数 江 J-)}。 男 外 , 若 ? 不 《J-,; 则 F- 包 
含 在 E* 的 超 平面 z? 一 0 内 。 

证 先 证 条 件 的 必要 性 。 这 显然 成 立 对 于 p 一 1。 以 下 设 
?之 1 设 (X,) 对 BE? 的 一 直 和 分 解 E? 一 已 -四 B+ 及 某 常数 
过 0 及 而 之 0,，(3.11) 成 立 ， 命 

Em {lz € Els = pr'(z), xz€ E.}, 
E;— {2 € Er gs = pr (xs), ZE E,}. 
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则 吾 疆 一 五 | 十 已 我 们 将 分 别 就 meEE_- 和 ce, 不 《EE-_ 这 两 种 
不 同情 况 来 考虑 。 在 这 两 种 情况 下 ， 我 们 都 将 先 证 馈 《X。-,) 对 
于 天 :的 一 直 和 分 解 也 具有 性 质 〈P,)。 
首先 ,我 们 说 zti,#) 与 zi;w ) 内 积 的 绝对 值 
[aCrs8) 20758)! < pllzCes ON * hake, w 

对 所 有 s E (0,00) 及 w€ FE.,w € E:, (3.14) 
其 中 心 是 某 一 常数 ，0 二 pu 二 1， 事实 上 ， 恒 有 这 样 的 不 等 式 对 
于 ww 一 0 或 ww 二 0, 设 wx 六 0€EE_ 且 w 加 0€l. 我 们 有 


区 logllzCisu) — slr, ) 
dz 


《ZE 一 z(t) (zt) zt,1 ))B (02 
eC 一 SCzsa ) 


于 是 据 (3.11)， 
llzCs»# expC—md) 一 lzCss#)l expCma) 
|zCs + dw) — leks + dw) 


< jzCs 十 di,#) 一 zs + d,sw )|| 
一 Up ) 一 "Dex A ar sn) — st) 
1 一 sp exp | EO = A， 

zt) 一 RE 2 
lzCr’, sn) — lt, ye )》 de 

< |zCs,w) CO— zls,u ) 0 s> 0; 

特别 地 , 若 lzCs,#) 川 一 1 一 |zCi,w 首 ， 则 取 e 二 1 或 一 1 使 
《els,H),2 ts em )> 之 0， 


就 给 出 
[1 一 Css 1) 2Cs ,eu )))]i 
= llzCs,w) — zs, er NN 
> (exp(—hdi) — exp(mndi))exp( 一 4 本 ) 
2mdiexp(—di)> 0, 
从 而 


IzCss0), 2 | S11 — 2ndexpl—2dn) < 1。 
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从 这 个 易 导 出 (3.14)， 只 须 取 
£1~— 2ndiexp(—2di), 
现在 , 设 ce,€ E-。 在 这 情况 下 易 看 出 Et 有 直 和 分 解 
Er 叶 BE,. 并且 , 若 *6 五 -， 置 
v=u— (prlzls, #))/ lzCs, ei )e 
我 们 就 有 ve E- 且 
一 zs — Prézlsou ~ Zs e 
em ee i 
= (0, pr'(zCs, #))), 
pr (zlss0)) = pr(zls,n)), 
由 是 《X-:) 有 一 解 是 
pr (zt0)) = pr rtsH)), —00 < < oo 
改 据 (3.11)， 
lpr'CaCs + TH) = lpr'Czls + Tv))) 
zs Tt To |ets,v) erp (nT ) 
= |pr'(zCs,w))| expCmT ) 
对 >0 了 了 之 四 若 we 了 ， 则 


prs < lprzls + Tw))lexp (ET) 


对 于 * 之 0 及 T 之 max{di, log (1 一 pe*)jn}. 这 是 因为 所 (3.11) 
及 (3.14)， 
[pr'‘CzCs, u))N expC—mT) < lzls, sexp(—mT) 
Sl +t TA Spr zs +t Tn 一 中 六 

对 于 0 和 < 十 由 委 5 十 了 工 。 这 证 明 《X -0) 在 《0, co) 上 对 
于 Bf"! 一 EBE, 具有 性质 《P1)、 从 而 可 据 归 纳 假设 ，(X,-_1) 
在 《0,co) 上 对 {2,3,.…,p} 的 一 子 集 J 具有 性 质 (P,), 但 
te 瑟 _, 这 蕴涵 


下 
二 | buls t+ ds Sn s> 0 工 之 中。 
0 


所 以 , 若 置 J- 一 41}UJ-， 则 (X,) 在 (0,00) 上 对 J- 具有 性 质 
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(P,), 
其 次 , 设 el 不 € E.， 在 这 情况 下 ， 为 了 证 明 《XU 在 
(0, c0) 上 对 于 8 :的 一 直 和 分 解 也 具有 性 质 《P:)， 我 们 不 坊 
设 ee E1。 事实 上 ， 任 设 E? 的 一 直 和 分 解 E? 一 E_ 儿 E+ 使 
elE 五。 对 每 一 #€ Ei，z(t,n》 可 唯一 地 表 成 
ZC254) = zfsH) + zn ), 
其 中 w_€ Bui€ Eli、 命 
des ne., Pe et.. a 
HE EL (9) 人 zl nk EB’ -Ko la 
从 集合 {we E41lwll 一 1} 的 紧 致 性 等 ， 易 看 出 e < co , 避 > 0， 
所 以 用 (3.11)， 我 们 可 取 一 常数 di 之 di 使 得 对 任 一 (s, w) € 
di,00) Xx (E+ — (0)), 
lzCs,0) 2 lzCs, wD) ~ llzCs ,>w)) 
> lwrllexp(—ms) — llu_lexpCms) 
> [6 — aexp(2ms)]laliexpl ~—ms) 


= > lall expC —n1s) > lalexp (— :) 


及 
lzCs, uN allallexpCms) < lullexp (人 )， 
因而 
lzG ,ul < ex 15)，» lsCGsa)) > 1 一 ep 
[1 pms). 


这 结合 集合 《0,》x {tnEE|lwll 一 1} 的 紧 致 性 及 解 对 初 秆 的 
连续 狂 等 ， 我 们 有 


ih i 


CH) € 01m ACES 10) | x(s ,#) 


b, cs inf lzCs, #4)N > 0., 
(rm) € 0» mI XPS 一 (0)3 lzCs, zz 


于 是 再 用 (3.11), 我 们 可 取 一 常数 d 之 di 使 得 
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{|zCs T,u)|| 之 1sCss ur )l exp —nT ) 
— lzCs,n_)exp(nT) 
B,C— arexpl2mT )1lzCs,#) exp —nT) 


> 
> NaCssn) exp( 一 本 7) 


ey 


对 任意 的 (s,n)E (0,00)X E94 及 Td 
这 样 ， 我 们 就 看 出 (Xs ) 对 于 直 和 分 解 E? 一 五 -四 有 也 具有 性 
质 《P,)。 所 以 ,对 于 我 们 的 目的 来 说 ,不 妨 设 E4 即 为 E}。 

由 于 e€ EE;， 于 是 我 们 仍 可 用 与 前 面相 类 似 的 办 法 ， 看 出 
(XX,-1) 在 《0:co) 上 对 于 E?7! 的 一 直 和 分 解 具有 福 质 《P,)， 因 
而 可 据 归 纳 假设 ， (Xe -1 ) 在 《0:co) 上 对 于 {2;3，， 人 p} 的 一 子 
集 0- 具有 性 质 (Pi); 从 而 〈《X?) 在 (0, co ) 上 对 于 J- 一 拓也 
具有 性 质 《P:)。 这 完成 引 理 中 条 件 必 要 性 的 证 明 ， 

8(z》 是 三 角 式 方 阵 ,其 对 角 线 以 上 的 系数 都 是 0， 所 以 对 
于 一 (ix 的 第 P 个 坐标 是 

uP? exp | bo as’, 
从 这 事实 可 得 中 结论 : 若 《X,》 对 于 直 和 分 和 解 E? 一 E_- 久 E4 具 
有 性 质 《P,)， 对 于 {1,2,-……，p} 的 子 集 J- 具有 性 质 《P:)》 且 
了 ?不 EJ-， 则 EE 包含 在 超 平面 zx? 一 0 内 。 

引 理 3.5 的 其 余部 分 可 从 下 面 引 理 推出 (所 有 阶 方 阵 作成 一 
凸 空间 ; 由 是 《Xp ) 在 《0,0) 上 这 一 部 分 如 果 具 有 性 质 《P,), 可 
扩充 成 一 个 适合 下 述 引 理 假设 的 方程 组 》。 

引 理 3.6 设 《X,) 对 {1,2,'**，,p} 的 一 子 集 J_ 及 常数 
1 过 0,d 之 0 在 (一 co,co) 上 具有 性 质 《P，)， 则 E+ 有 直 和 分 
解 E? 一 E_ 儿 8} 使 得 对 某 常数 14 之 0 及 di 之 0 来 说 ，(X,) 
在 《一 oo,co) 具有 性 质 《P,). 满足 这 要 求 的 B? 的 直 和 分 解 是 
唯一 的 , 旦 dimE_ 等 于 J_ 中 所 含 整数 的 个 数 叉 J.); 并 且 , 这 
人 及 出 的 取 法 可 完全 由 半 ， mt 及 史 确定 。 

证 仍 对 ? 取 归 纳 法 来 证 。 引 理 显然 对 ”一 1 成 立 。 下 面 设 
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b [1. 写 BCD 成 (3.13)。 我 们 有 
EE prabrsn)) = bpr zt)) + prlzltsu)) EC), 
因而 


prlzts T TH)) = prlzlssH)) erp 下 buls 十 了 82 
rT 
十 人 prYz(y + tn))bCs 十 D (exp | bs 十 yar) 2z 。 
(3.15) 
记 x《ry wi ) 为 《Xs-1) 的 解 使 z《0; #) 一 ,明显 地 ,，《X，,-1) 
对 于 站 一 J- 一 (0) 及 和 二 0, 之 0 在 (一 ,00) 上 也 具有 
性 质 (P，)。 故 据 妇 钠 假设 ,《X,-_1) 对 于 E81! 的 一 直 和 分 解 五 ?一 一 
E' 外 E% 及 某 常数 区 二 0, > 0 在 (一 coyco) 上 具有 人 性 质 
《 忆 )，dim 吾 - 一 民 六 )， 且 h 及 dd 完全 由 条 ,和 w 及 而 确定 ,我 
们 还 有 
|zCs + #5#) < lzCs, wexplit) 对 1 E(—%,00), 之 0， 
因为 
‘| > i | ， Ns 
log | 一 (入 log | zt wl) dz 
str ff v(t ,nH zl1 , # 4 站 
-| NH, 
先 设 16J-。 命 
B_—is= re tu et Erlré(l—0,00), 
pr(n)—u € EE}. 
于 是 , 若 w€ E_- 且 了 之 di 十 24， 则 据 (3.15) 等 ， 
lzCs + Ts) < prsls + THD) 
十 ;prlzls +t in))| SE |eCs,#)) expCnT 


十 jzCs, w)ilexp(%2T) 十 序 | Heissyu)adr, (3.16) 


其 中 
fssssu) = lpr Czls + ¢, 4) exp | Buls + 1 adr’s 
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Td 
a Kasssn)ae < Helssn) 
了 -号 
x 人 explmz + mT — 1)) a 
zssn))(T — gO— di)expCmax{nsn}T ), 
| fssssn)adr < lelssu)l explid:) 


x exp mT Il exp(—md)) : 《3.17 》 
2 


人 KaoaDae < lalssil epiids) 


x SPCmTNL — exp(—nd)) 
?1 
另 一 方面 ， 我 们 置 
E+ 一 {un€ Er|lpr'(u)e E's, 
priu) — pry)) Ee (—00,00)}, 
其 中 ww ) 二 怀 0,w )， 而 
i(1,0 ) = | sr br)( exp 全 aa )ar 对 ww € E' 
《由 于 8(?) 在 (一 0，00) 上 有 界 及 1&€ J. 等 ， 这 里 无 穷 积 分 存 
在 )。 易 看 出 有 + 是 E? 的 一 子 线性 空间 , 且 
dimE+ = dimE’; 
并 且 直 接 计 算 给 出 : 《X,) 的 解 sz,x) 恰 一 (T(z,w),x(z,w)》 
对 于 # 一 (zw) yw )&€ 1;， 且 对 于 了 了 实 4 我 们 有 
jzCssn)) < llzCssw + |rCs,w )| 
< lss + Tu)l|expCmT) 


+ fsCs + Tm) exp rT) | eCrss)dr, C3.18) 


其 中 和 
gCr» 5) = xp — 7)) exp | Buls ds’, 


市 
ed, 1 | 
{edar < opt dm rar 和 -一 1 
ks ~ n2 十 中 
(3.19) 


| glrys)dr < dexp(#d,)., 
现在 ， 明 显 地 E? 有 直 和 分 解 E? = E_ 作 Et 且 dimE8- 一 
#(J_)， 从 (3.16) 一 (3.19) 易 看 出 :如果 取 六 一 py a 


并 到 di 为 一 充分 大 的 常数 空 dd 十， 则 (X,) 在 (一 22， 00) 

上 具有 柱 质 (PI)。 若 wé€ Ek? 一 (8B_UEB,), 则 因 # 可 表 成 

x 一 w_ 十 十 其 外 ww_ 关 0EB_,w; 声 0€El, 所 (3.11) 有 
EmllzC+,u) 一 co 及 lim laC, sl 一 CO. 


从 这 性 质 易 导 出 ，E? 使 《X,) 在 (一 oo, 9) 上 其 有 性 质 (P,) 的 
直 和 分 解 是 唯一 的 。 从 (3.16) 一 (3.19) 我 们 还 易 看 出 ,di 的 取 
法 可 仅 由 和 ma di 及 ,di 确定 但 因 握 归纳 假设 ,和 及 可 
仅 由 有 9 及 di 确定 所 以 nh 及 男 也 可 仅 由 和 nn 及 风 确 
定 。 这 证 明 在 1€ J- 情况 下 , 引 理 成 立 ， 

其 次 , 设 iE {1, 2,.…,p} 一 J-。 则 可 经 过 变数 变换 一 
一 + 将 〈X。) 变换 作 一 线性 方程 组 : 它 适 合 上 面 已 考虑 过 的 情况 ; 
从 而 引 理 仍 成 立 。 证 完 ， 

引 理 3.7 设 《X,》 对 于 E? 的 一 直 和 分 解 E? 一 E_DE， 
及 常数 nh 三 0, 四 >0 在 (一 co,oo) 上 具有 性 质 (P,), +»- 一 
dim 万 _。 又 设 

er€EE_, R= 1,2,..*,n-» (3.20) 

其 中 ex 一 (Sky6aky so) 则 (X,) 对 于 J 一 41,2,. 2- 
及 某 常数 M0, ad>0 在 (一 05, %) 上 具有 性 质 《P,), 在 
条 件 《3.20) 下 ,这 nn 及 由 的 取 法 可 完全 由 #。 六 及 dd 确定 ， 

证 由 于 BC 一 (bi;(z)) 是 三 角 式 方 阵 ， 其 对 角 线 以 上 的 
系数 都 是 0, 所 以 如 果 x《s,#) 一 ct， 则 xs 十 1,x) 的 第 个 坐标 
是 
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ep” bralt Yaz'. 
从 这 事实 易 看 出 ; 当 fp 或 二 0 时 , 引 理 成 立 , 只 须 取 

(nd4,) (ma 机)。 

设 0 二 nw- 二 p。 写 
Bl) = 分 块 形式 人 Be 

其 中 Bo0;B+:Co 分 别 是 ma- 阶 及 n+ 阶 三 角 式 方 阵 ， 它 们 的 
对 衣 线 以 上 的 系数 都 是 0， 对 任 一 z€ E*, 写 xz 一 (pr 一 (*)， 
Pr+(x))， 其 中 pr_-(x)€ E"-。 于 是 pr_(z(1,4)),pritzCi, wu)) 
分 别 是 方程 组 


侍 一 #6-(), 一 oo < 一 co 2 €E"-, 〈X-) 
2 一 2 再 :Cr)， 一 co i100 x EE"+ CX+7 


的 解 、 握 引 理 假设 我 们 易 验证 :《〈X-) 对 直 和 分 解 
E”- 一 五 -个 各) 

及 
Tm Hd 

在 (一 0,00) 上 具有 性 质 《P,); 但 〈X+) 对 直 和 分 解 
E+ = (0)DE"+ 

及 


1 a mi2, 
以 及 满足 


imil erp — dexp (一 人 > 1 


的 4 在 (一 ,oo) 上 具有 性 质 〈P,)《〈 后 者 可 优 照 式 (3.14) 的 
证 靶 看 出 ) 于 是 据 上 段 所 证 , 引 悍 仍 成 立 。 证 完 . 
现在 , 任 给 常数 j 盖 0， ?>0, 7<0 及 4>0。 命 
A Rs nd) 
为 常 微 方程 小 A 。 中 所 有 具有 下 述 狂 质 的 方程 组 (2) 
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和 一 z4CD + Kss), 一 o < 上 < zs€E’, (2) 


作成 的 子 : 族 ， 中 fz 和 和 2 扫 红 并 且 ， 车 (riy ra '……， rp) 是 
《2 ) 的 标 基 , 则 
(ix) 对 于 ri EC—00,00), 


了 
二 | diag(4(G + Da < 
o 


sup 
mh:<orAsT<m TT 


1 


in. 
Cri~ oTEm~AT 


Giw) 对 于 mx 一 一 co， 


7 
| diagC Als + 7)dt 之 一 1 
0 


1 di 
1 4 < 
a rr iagl (Gs 可 Dd a 


Qiiis) 对 于 rt 一 oo， 


于 
二 | diag( 4 + D)d > 一 小 


inf | 
-ato eT-d 了 op 


《 易 看 出 ， 这 里 (iw) 一 (iiiy)》 蕴涵 (Z ) 作为 -KV 。 中 的 方程 组 
所 须 满足 的 条 件 《1Vy).) 记 n_(Z),， nkK2Z) 及 n+:(Z) 分 别 为 
《Z) 的 标 基 (rl,r;,*… ,ro。) 中 所 有 使 

ri™ —00, ri€E(—00, 00) 
及 ri 一 00 的 大 的 个 数 ， 

命题 3.8 设 (Z) 及 《〈Z De .rz 人 9 d)， 呈 (ZE ) 与 《Z) 
办 同 。 划 

(n_(Z),nl2Z),n.(2)) 
~ (wn_(2),n(2 ),a(2 )), 

证 命名 为 沙 同 变 澳 ,将 (Z》 换 成 《2Z')， 据 以 前 讨论 , 不 
妨 设 (2Z》 及 《2Z') 都 是 线性 方程 组 。 命 zC7;syw) 及 x'(1;551) 
分 别 为 《Z》 及 《2Z') 的 解 使 

8399) 一 站 一 zs 4). 
记 
Er— lu€ E?| mize;0, 4) ~— 0}, 
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Ei= {u€ E?| limlz(#;0,#)| = 0}, 


因 对 每 ~ 1€《 一 co ,oo )，h, 都 是 正 交 变换 , 故 Eo 一 有 (E06), 于 
是 ,应 用 引 理 3.5 到 〈Z 7》 及 〔〈2Z 7)， 灵 看 出 
n (2Z) tn(Z) = dimE, 
~ dimEs= (2Z)+ mtZ'), 
同样 应 目 这 引 理 到 《ZZ) 及 《2 ) 但 取 = 逆向 ,也 可 看 出 


ziCZ7》 nA(Z) = m2 ) + nlZ’). 
但 


n{(2) TF nt2)+n(2)=p =n(2') 
二 no ZZ } ni(Z )。 
故 命题 中 等 式 成 立 。 证 完 ， 


《4 一 个 应 用 


作为 典范 方程 组 的 一 个 应 用 例子 ， 我 们 将 在 本 节 中 证 明 下 述 
定理 ， 

定理 41i 设 3 是 M* 上 一 Anosov 系统 。 则 5 半 结 构 稳 
定 ”, 邵 : 对 任 给 的 “> 0, 8 在 8” 中 有 一 C" 领域 9 使 得 
只 要 Xe 9 ,， 即 有 一 满 映射 pr: M" -> M*"， 它 把 X 的 每 一 积 
分 线 丙 满 3 的 一 职 分 线 ， 且 是 一 。- 胸 射 2 

所 谓 。- 喘 射 是 指 这 映射 把 每 一 点 移 至 一 相 虐 小 于 。 的 点 .这 
里 是 对 M* 上 一 度量 而 说 的 但 由 于 M* 是 Riemann 流 形 ,我 
们 将 取 定 M" 上 一 自然 也 方便 的 等 价 度量 ， 这 即 是 ,我 们 (可 ) 取 
这 样 的 度量 使 得 ， 如 果 * 及 7 属于 M" 的 同一 连通 分 支 内 , 则 
其 距离 是 联 这 两 点 的 所 有 分 恨 C! 弧 的 最 长 的 下 确 界 。 并 记 作 
84(z,y) 《于 是 ,由 于 M* 紧 致 ，8QC*,y) 也 等 于 一 联 zy 的 极 短 
测 地 线 红 的 弧 长) 


1)》 半 结 殉 稳定 这 个 称呼 ， 原 见 2Z. Nitecki, On semistability for diffeomor- 
Phisms, Invent, Math., 14 C1971), 83—123. 但 这 文章 中 用 法 与 我 们 这 里 
微 有 不 同 。 

2) 同 本 章 前 言 脚注 1)， 
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在 给 出 这 定理 证 明之 前 ， 我 们 将 为 上 方便, 提 述 -~ 下 序 请 
Anosov 系统 的 定义 (例如 , 见 Smale 的 [6, 第 800 页 1). 这 是 指 
M" 上 的 C 型 系统 9 满足 下 述 要 求 : 5 无 奇 点 ，M' 的 切 从 儿 
可 分 解 成 (连续 但 不 一 定 可 微 的 ) 线 人 性 子 从 的 直 和 

FF- ECE PEBE+, 
其 中 

(i) 8。 由 5 产生， 

(ii) 当 - 及 当 + 都 在 8 一 oo 和:< co) 下 不 变 ， 

ii》 嘱 - 和 多 + 分 别 对 (一 cp < < co) 来 说 收缩 和 
扩张 , 即 对 于 某 常 数 1 之 1 和 pg < 二 10， 

Bn) 和 tlallexp( pr) 对 所 有 weE 听 -3 关 0， 

8 委 11laelexpCmt 对 所 有 #E 家 :之 0. 

我 们 攻 虑 3 的 共 久 从 多 及 其 上 的 单 参数 变换 群 必 : 针 一 组 
(一 co < < 0)(81). 

命题 42 设 $ 是 村 ”上 一 Anosoy 系统 。 则 更 可 分 解 
成 两 个 都 在 pg(--00 天 < oo) 下 不 变 的 线 壮 子 从 多 及 多 ， 
的 直 和 

Bo DBD,, 
其 中 妆 -和 多 ;分 别 对 (一 co 和 上 < co) 来 说 收 纠 和 扩张 ， 
即 对 于 某 常数 XW 守 1 及 上 < 天 0， 

pv 所 lvllexplp't) 对 所 有 vE 留 -,， :之 10， a 

pAv) 咱 所 Xelexp( pez》 对 所 有 "< 开 +， 庆 2 0。 

证 设 安 可 分 解 成 线性 子 从 的 直 和 多 一 光 _ 作 ZB， 
满足 (i) 一 (iii)。 每 一 久 - 可 表 成 

#— vt A Sa(H)), ve DBD, hE (—00, oo); 
命 鲍 - 为 所 有 如 此 得 出 的 sz。 作战 的 集合 。 类 似 地 从 儿 + 定义 
多 |。 据 (一 %2 <+t < 00) 藤 定 义 ， 易 验 证 锚 - 及 多 | 都 
在 加 (一 0 < < oo) 下 不 变 ， 显然 对 每 一 ze M",， 多 , 门 多 _ 
及 多 ,站 多 都 是 儿 。 的 子 线性 空间 , 卫 
dim( DNB) dim( NG), 


dm ND = dm NE), 
DPD 二 DPBD+. 
因 3 无 奇 点 且 5 在 紧 致 流 形 M* 上 连续 ,可 取 一 了 > 0 使 得 


orCsCO) ~— ISCorGON > As exp (ET), 


le-rCS(e = SC6-rCe)) > Se) lexp (7) 


对 所 有 xe M"， 这 里 4 及 上 给 出 同 (iii) 中 。 用 这 事实 ， 条 件 
(iii) 及 单 参 数 变 换 群 BL 一 0o <z<co) 的 连续 性 , 可 取 一 
8 这 0, 3 之 1， 使 


, Sali)) 
< f 
a pe | 本 0 | 
< in 2 一 
La i 斌 2 
由 是 
Mow) So) < lul expl p71) 


< ovllexpC gt) 对 #€ Gs :> 0, 


Ios < 全 wall expl p1) 


对 wi1f 完 0 
这 给 出 (41)，。 因 和 一 密 - 息 多 ,外史 是 一 个 从 分 解 , 易 看 出 
多 一 六 -图 久 + 是 一 个 从 分 解 ， 证 完 。 
设 3 没有 奇 点 。 我 们 可 应 用 命题 2.15 一 2.20 到 4 一 M"。 在 
这 些 命题 中 ,我 们 将 取 定 4 一 M"。 于 是 取 定 沪 ，$ 以 及 NM',5) 
同 命题 2.17 中 。 对 ee 罗 ， 我 们 考虑 党 微分 方程 组 


az = $2,3),(1, 2) Es, (35,) 
di 


及 映射 饥 ,: 了 一 M"(82), 对 XE 及 aEZ( 一 r《M*) 因 S$ 
元 奇 点 ), 命 函数 x.s(z,z) 给 出 同 《2.32) 中 。 
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我 们 先 给 几 个 引 理 。 
引 理 43 设 S 没 有 奇 点 。 存在 一 整数 乌 之 1 及 一 第 数 
Bx 这 0，Bx# < 二， 其 有 性 质 : 任 给 wu E80<6 过 6x 及 (ss4)E 
JCM*",E)，|Isil 和 8/fpo， 则 (3。) 有 解 zo《#;s;#) 对 于 z€ 其 一 区 
旧 (3,?)《 它 包含 5)， 使 zols;s94#) 一 w 且 满 足 要 求 
zal235, 2 5 对 +€ (1,i), 


F 
PBs sz) a < —1, 


a 
| fs svat su)) de 1. 


证 ”考虑 对 任 一 co 来 说 (3。) 的 任 一 解 

gaisss HE Cr' sr ) 
《 它 包 仿 ?》 使 za; 1:1) 于 4， 因 Sr 90) 一 0 对 所 有 Fe 
(一 ，%0),， 邦 z 二 0 是 (3.) 的 一 解 。 所 以 ,， 若 x* 关 0， 则 
zt 关 0 对 +E Lr,r )， 从 而 可 表 

zalrsssu))] 1°/ _ ze as 

i 1 2 用 

人 AP salt ss HK 5 

ee 
但 88.(1,z)/8z 当 z 趋 近 于 0 时 ,对 所 有 (1,2)E《 一 9,00)X@ 
均匀 地 趋 近 于 名 (1) (命题 2.18 对 于 4 一 让"), 而 总 (在 
(一 ,00)X@ 上 有 界 (命题 1.4)。 所 以 ， 丰 在 稼 数 14 盖 0 及 
br 之 0，5。 < 一 二 ， 使 得 只 要 

a Eo, |zlis,ss wu) 5, 
对 efKr:r ")， 即 有 

| zeta 站 sllesp(C2z 一 了 )，rECr 7 ). 
从 这 结论 及 命题 2.17-(iy)， 易 看 出 存在 整数 钙 >0 使 得 p。 及 
5x 满足 引 理 中 所 述 要 求 。 
引 理 44 设 $ 没有 奇 点 。 对 任 给 的 二 > 0, 《< 天， 存在 数 

0 之 0 及 5 之 0,， 8 志 $ < 之 612, 具有 性 质 ; 只 要 ee 吉 及 
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Cw) EM" ,6), lal < 5， 则 多, 局限 在 集合 
ACs, 2)€ JCM", £1NCr, z*)— (s,s wl < 8°} 
上 是 到 M* 中 的 一 拓扑 变换 , 且 
DB.{2,z) E TM, NG,2) — Gm) < 612}) 


{rE M* Ig BCs),s) < 0}. 
证 对 任 一 gE 及 5 之 0, 5 二?,， 记 

As = {zx€ Ezll < 8}, 

Nos™ {x€E M*|z = (0,7), 2€ As}, 
Ns 是 M” 中 一 个 包含 za) 的 #* 一 1 维 子 微分 流 形 , 且 是 5 
过 rke) 处 的 一 址 划 曲 面 。 因 M"” 紧 致 且 8 无 奇 点 ， 易 看 出 存 
在 开 盖 0 及 85>>0 使 得 对 每 一 a€ 罗 ， 由 式 子 

wat) 一 bily)s 1 EL—TT),yE NG,s, 
给 出 一 个 到 M" 中 的 拓扑 变换 zo:《 一 了 ,了 》xX N。.s 一 M". 用 
命题 2.17-(311), 2.16-(ii) (对 于 A 一 M" 及 XX 二 $8), 以 及 与 
上 证 明 中 相 类 似 的 论 握 , 我 们 可 取 全 > 盖 0 及 85>>0, 5 二 5, 使 
得 对 每 一 wE@ 及 we 4,,($。) 有 解 

zt 0M) € Lyst EC—F,T), S00,4) 一 ws 
且 Bt ,zl1;0 ,4)) 一 ru(z 瑟 .(0w))， ié 《—T,T); 
由 是 存在 T 渤 0 及 8 > 0，56 < 二 #1/2, 使 得 对 每 一 wE @, 必 ， 
将 《一 T',T'〉》X 4ow 拓扑 变换 至 M" 中 。 但 
(ss) onald, #) 
对 (sswus0) EX 加 连续 , 且 4 紧 致 ( 因 5 无 奇 点 )， 我 们 易 看 
出 存在 6” 使 得 8 及 6” 满足 31 理 所 述 和 要求。 证 完 。 
引 理 4.5 设 5 没 有 奇 点 。 存 在 常数 各 之 1 及 如 之 0, 6 过 

E, 有 共有 性 质 ; 只 要 mEF,(r, 7) 及 《rz )€ HM",E), llz| 及 
lz 及 (tz) 一 《7,z 首都 三 5， 则 


Ls) — CN < ga D1, 1), 
Bs) Ez) 一 (zz 
证 对 rE, 由 B17) 一 Bt,0, z) 给 出 的 映射 


= 42.* 


一 M* 是 C! 型 的 , 且 在 KM", £) 上 是 正则 的 (命题 2.16- 
(i))。 所 以 我 们 可 考虑 M* 上 原 给 的 Riemann 度量 就 映射 多 。 
来 说 在 KM",) 上 所 取 的 基本 二 次 型 ， 并 考虑 与 这 基 太 二 次 型 
相应 的 正定 对 称 方 阵 G(r,s;a)。 我 们 说 ,存在 如实 1 及 5, 之 0， 
5 < 一 上， 使 得 

i 


一 委 f 专人 GCT 
4 Carga) E FMDIE IX Ia 
weEeET slew l=1 


总 
< sup WOT 2 Ow < 好。 
EA LE 
wEB™ sll = 


由 是 , 若 取 之 0,6 < min{6 5 7413 《5 给 出 同 引 理 4.4 中 )， 
易 验 证 %。 及 6 满足 这 引 理 中 所 述 要 求 . 
为 证 明 断 语 , 任 给 《rszyo)e J(M",E) x 加 。 游 忠 
Bo :y= (yy ) EE 于 < 总 
上 的 向 量 场 S unlssy) 及 ”型 映射 
DB ns = Dg an: Bs— M"(§2), 

这 后 者 将 B 微 拓 变换 至 M* 中 ,从 而 M* 上 原 给 的 Riemann 度 
量 就 多 wy, 来 说 表 成 B， 上 一 基本 二 次 型 。 记 G(y; 昌 ,(m)) 为 
与 这 二 次 型 相应 的 正定 对 称 方 了 泗 。 于 是 因 


dP mo fa ) = 4 mers Sires, 0 0)), 


Foto WY 
和 dH na 1 | ? 
i VY ( _ 
2 
(看 (2.2) 及 霓 axwy: 等 的 定义 ; we B。 因 之 6), 我们 有 关系 


dD tw) (和 2 
Oz 


Gsme) — HC use) ns Oa) Hs use)", 
中 


让 


re 
但 计算 Saw(1,0,z) 对 = 的 偏 微 商 并 用 中 信 定 理 及 命题 2.2 
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给 出 
SoCz0， z) 一 Src ts0,0) 
一 Slrs0,2) — CSCh re)) ,0 ,0 < 到 2 
对 所 有 (1,z,a) (一 ,00) XB 了 8 x 必 ， 其 中 蚌 某 一 常数 > 
0, 豆 给 出 同 $2 中 。 又 因 8 无 奇 点 ,从 5 的 连续 性 有 
0 一 inf,llS (Cx) < sup, 上 (xl < %, 


并 且 
sup max{ NGO ,x,0)), -ALGC0:xa) <0 


(gs-0)€ By 


《 见 命题 2.3 证 明 )， 从 这 些 易 看 出 ， 存 在 满足 我 们 断 语 中 要 求 的 
4。 及 加。 引 理 证 完 。 
定理 4.1 的 证 明 设 8 是 Anosov 系统 。 据 命题 4.2, 纪 可 分 
解 成 加 (一 co 二 :<< oo) 下 都 不 变 的 两 个 线性 子 从 罗 - 及 多 + 
药 直 和 多 一 多 .图 包 ;使 得 对 于 茶 常 数 1 之 0 及 p' 达 0， 
式 子 (4.1) 成 立 . 设 多 -的 纤维 的 维 数 是 m， 命 
2 = laE€ Flproile) B.A 1,2,-.-.,m}, 


易 看 出 .er 在 单 参数 变换 群 8,( 一 co < :< 0) 下 不 变 , 且 是 万 
的 闭 于 集 , 尖 而 基 紧 致 集 ( 因 8 无 奇 点 ,2 紧 致 )， 对 任 一 a € -oz ， 


我 们 考虑 方程 组 
全 = ze) ,CO—00 O00, ZE 五 = 1 (RY) 
其 中 


diagRa(7) 一 ort Oe)) =1,2,'*",n—1 
+ 


《 见 $1)。 据 命题 1.4 我 们 可 取 一 数 1> 0 使 
su N(R) EH 


Ca)EL— mw 
又 据 (4.1) 及 引 理 3.7, 我 们 可 取 数 1 二 0 及 4 之 0 使 得 
了 
ce |. wi te)) dr < 9 
1 SEEm, 
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rT 
二 wire, Co) ) dr 六 一 1s 


inf 
TE O00 TEL — Dy 
DE 
认 十 1 所 记 # 一 1， 
这 蕴涵 


一 


上 亚 sup 位 | exp (| wore Oo) ) dr ) 4 


(2a)€E (~ mm) Ka Bul 


十 3 | ep 人 | wot *Y 0) ) dz /对 < co。 
(显然 5 之 0。》 
对 性 一 之 0, 记 

ns 一 s Ce 
45C1 + 295) 1 
取 定 《一 0 ,00) 上 一 C” 型 可 微 函 数 信 ww), 它 便 取 值 在 0 与 1 之 
间 ,并 在 《一 2 ,1/2》 上 取 值 1, 在 《1, co) 上 取 值 0。 如 同上 面 提 
到 过 的 ,我 们 将 应 用 命题 2.15 一 2.20 到 4 一 M*, 并 取 定 鹃 ,FE 渍 
足 命题 2.17 中 要 求 (对 4 一 M*)。 于 是 闫 命题 2.19, 3 在 ' 纪 ”中 
有 C* 邻 域 o C 沪 且 存 在 数 > 0，5 < 和, 使 得 对 每 一 Xe 
Ww ， 


(tsg i Cx Xuma a) 到 8 (4.2) 
成 立 。 
任 给 一 组 如 上 的 及 i。 设 XEW， ak 7， 记 
到 Kho malt 》 | l= 
Es z) 一 | ( 时 ) 六 fy jz| 
0 对 zl 守 6， 
我 们 考虑 常 微分 方程 组 


全 a rnt te 人 tr)， (Xt) 


—00 <i<00, z€E El, 
易 看 出 这 是 一 方程 组 eK (am ns; 79， 4), 它 的 标 基 将 取 作 
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(一 cy， 一 co，… 一 cy co, -coj, 其 中 洽 将 六 个 一 oo 2 (看 前 
节 ; 据 命题 2.17 可 看 出 “i S12) EA? 1). 记 
zxoslt;5rH) 及 Bult;s, 0), 1€(—00 ,00)， 
分 别 为 《。,s》 及 (这) 的 解 使 
gx ss MH) = # = Bul ;ss 1), 
对 任意 的 > 及 x'€ M*, 我 们 将 写 
t = hx.e(x), 
如 果 存 在 一 ck .er ，r《a) 二 x'， 使 得 对 于 蘑 一 点 
C0,4) € IM",E), 
映射 多 。 将 (0,w) 上 映 至 *， 且 (和 包 ,.) 的 解 xx skz3ry， w) 有 界 


Sup zx,a,slt;0, 1)) < co， 


a 


据 命题 2.15(ii) 及 定理 3.4， 这 里 关系 式 x' 一 hx,s(x) 的 成 立 与 
所 需 c 的 选取 无 干 (如 果 满 足 所 述 要 求 的 “ 存在 的 活 )。 
任 给 一 组 及 5 如 上 ， 并 任 给 XE 及 ae。 据 定 
理 3.1, 联 系 (入 。:) 有 一 满 映 庄 ( 现 在 记 作 》 
5K):(—00,00) X E*-!—> (—00,00) X BE"-! 
使 得 3CX6.s》Cs，w) 一 《ss 如 ) 当 且 仅 当 wz.osC15054) 一 了 (050 二) 
《对 于 tt (一 co,oo) 来 说 ) 在 (- co co) 上 有 界 (注意 ( 沈 ,.s) 的 
标 基 是 《一 co ，…… :一 co，co,…',co))。 于 是 因 = 一 0 是 〈 充 ) 
的 一 解 ，( 人 就 。e》 有 有 界 解 ;并且 若 zx,ss(1;0, 芒 ) 是 这 样 的 一 有 
界 解 , 则 
ee 一 人 
从 而 定理 3.1 给 出 
xe, elt;0, #0) SE/4 对 Re 00,00). 
但 从 fw) 的 作法 ， Xslt,z) 一 和 (zz)》 对 于 zl 志 512， 所 
以 这 zx,aelt;0,wo》 也 是 (名) 的 一 和解 。 这 样 ,我 们 就 看 出 若 
命 
tm TC 0 = .0,0), 
并 定义 hx,s(xo) 如 上 有 段 ; 则 x 一 hx,sCx0)， 
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~ £D 
gd(zxoshx,sCxo)) 证 


且 据 命题 2.15-(i)，2.16-(ii) 及 2.17-(iy)，hx,s 也 把 系统 多 过 
xo。 的 积分 线 {gxi《x0)| 一 00 二 1 二} 瞎 满 S$ 过 x 的 积分 线 
{p(x0)|—00 ti 00), 并 且 Bx,s(pxi(x0)) = pr(x0), 其 中 了 7 
是 对 * 连续 的 严格 送 增 函数 , 它 的 象 集 是 《一 co ,co ), 它 在 :一 0 
处 取 值 0， | 

但 我 们 将 以 如 上 方式 取 定 一 组 oC 沪 及 > 0, 与 一 和 
要 求 它们 不 但 使 得 式 子 (4.2) 对 所 有 XE。 都 成 立 , 并 且 要 求 
对 于 满足 

1 
5(1 十 2)" 

的 基 一 常数 来 说 ，Shemca,sy(1，z#) 对 所 有 ceE .or 都 以 人 为 
Lipschitz 常数 。 这 可 能 性 是 由 于 命题 2.19 及 命题 2.20{《 应 用 到 
4 一 M")， 因 Skemta,e C13 0) 恒 一 0 对 t1€E( 一 9,00)， 所 以 z= 
0 是 《3,6) 的 一 解 。 于 是 , 据 定理 3.2 (36,s) 不 能 有 异 于 x 一 0 
的 任何 其 他 有 界 解 。 

在 引 理 4.4 中 置 一 min{&, 060}, 其 中 aa 给 出 同 引 理 4.5 
中 ;于 是 取 定 常数 8 及 38” 满足 彼 处 要 求 。 任 给 一 组 及 5 如 
前 丐 ,并 设 《 过 3”。 如 隔 前 面 所 述 , 对 任 给 的 XE 及 ag& x， 
(名 。,) 有 有 界 解 ;并 且 若 zx,o,slt;0,tw》 是 这 样 的 一 有 界 解 , 则 对 
xz 一 ze》 及 一 步 (0,) 我 们 有 5 一 hx,s(*o)， 我 们 说 (在 
5 过 5” 这 限制 下 》hx,s 在 mm 处 是 单 值 的 。 事实 上 ， 任 设 :一 
hx,s(x0o)， 凤 存在 一 &e .or 使 rl&) 一 x*,， 如 (Xas》 有 有 界 解 
wx,sCt ;0 ,2) 使 2X0 一 (0, A). 于 是 


ga Pax0), pCxo)) < 三 ， 


0 < < 到 


1) 这 里 ，{exp 仇 (0 swo) 上 0 所 ;1} 是 一 浏 地 线 弧 连 zo 至 4z, 民 zs 所 以 有 
这 不 等 式 ， 
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ga( pxix0), hiF)) < 本， 
因而 gd( 加 (xz 和 (2))》< 8"12， 其 中 了 及 ;都 是 对 ;6 《一 co ,00) 
连续 的 严格 递增 函数 ， 它 们 的 象 集 都 是 (一 coyco) 且 它 们 都 在 
+ 一 0 处 取信 0. 但 关 一 和 (zi) 一 rg) 一 多.(0,0)， 故 据 引 
理 4.4 及 命题 2.16-(ii)， 我 们 可 得 出 结论 ， 存在 一 点 
(Css0) EITCM",E), Cs, 2)| = 6 /2, 
使 多 ,(s,v) 一 +; 并 且 (3$。) 有 解 
gal1ss 0) ETCM"E), —00 HL, 


zas3599) =— vz;s, 0 SH/2 < £012, 

Dt, zt),.9)) 一 时 人)， 
其 中 i 是 对 + 连续 的 严格 递增 函数 , 它 在 上 一 :处 取 值 0， 因 

S.C1,z) a S12) 

对 lzl 委 5/12， 于 是 zolt;5，v) 也 是 《36,6,) 的 一 解 , 它 据 上 筑 
所 述 , 必 须 恒 一 0。 于 是 从 

5 一 Bs rs 0)) 一 Ds,0) 一 和 (zi) 
我 们 有 

ET Ne = Or zoner)， 
从 而 据 定 理 3.4 及 命题 2.15, 对 于 我 们 的 旦 的 来 说 ， 不妨 设 站 一 
8,(a)， 即 对 于 这 & 一 Bi(c)e ox ,我 们 有 tl&) 一 $, 且 (se) 有 
有 界 解 2x,s,5C7;0 ,tH) 使 To™ 多 :0,7). 由 是 
多 ,0,10) 一 一 饭 ,(s, 人 )。 


但 
laull 一 ex,a,eC030, m0 E40/4, 
lzll = Lzx,,eC0;0,2)1 < 8/4, 
15| = Ks, ON = ls, sks ;sv 6°12, 
这 给 出 


0,u) CO— (Cs,#)N < 0。 
故 握 引 理 4.4,《0, 4) 二 《5 7) 由 是 


+ 1468. 


f=—0, EE—= ot = rE) = Tt) xo, 
这 证 明 我 们 的 断 语 : hx,s《 在 5 过 5” 这 条 件 下 ) 在 x。 处 是 单 值 
的 
现在 , 命 名 及 六, 如 及 5x，4。 分 别 给 出 癌 命 题 2.17-{iv) 
《对 于 A 二 M*)， 引 理 4.3， 引 理 4.5 中 。 据 命 题 2.19 (应 用 到 
4 一 M*)， 我 们 可 取 $ 在 县- 中 的 一 C" 邻 威 WeC 和 学 及 一 数 
二 0 满足 


< 一 min |spue， 1,6x6"» 人 
1 


《其 中 = 是 要 证 的 定理 4.1 叙述 中 所 给 ) 使 得 只 要 Xe oz， 即 有 
| z) 


sup 
{p45a)E JjOMTRIX 入 
tl se 


Se 一 二 (4.3) 
16p1 引 (IT 十 2 让 72 一 


(其 中 加 守 1， 和 之 1)， 
我 们 将 考虑 一 给 定 的 Xe ,、 若 zx,aslt;50, w) 是 ( 汉 ,,,,) 
《对 于 ae .or) 的 一 有 界 解 , 划 据 定理 3.1， 


sup,, lexan30, ) < < 。. (4.4) 


JE《 一 号 


我 们 将 证 明 


te 
16pod; 


Px™ hx,se 

是 一 上 映射: 好 "一 对 "满足 定理 4.1 叙述 中 的 要 求 ， 但 前 面 已 证 
部 分 及 (4.4) 已 给 出 hx,s, 有 占 满 M"， 把 XX 过 一 点 的 积分 线 爱 满 
3 的 一 积分 线 , 在 这 点 处 是 单 值 , 且 把 这 点 上 映 至 相距 过。 的 点 (如 
果 hx.s， 在 这 点 处 有 定义 的 话 )。 所 以 , 我 们 只 余 证 hx.s。 的 定义 
域 是 整个 好 ”以 及 它 的 连续 性 

为 证 Apx,s， 的 定义 域 是 整个 M*， 考 虑 一 任 给 的 点 ze M”. 
为 方便 ,我 们 将 称 * 与 一 点 x € M 在 《一 T,T》 上 规则 相距 (其 
中 工 是 一 数 关 0)， 如 果 存 在 me -er 及 和 6 这 使 

rlao) 一 Xo 饮 ,(0,4) 一 YY， 
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且 存 在 ?' 志 0 及 7T”" 守 0 使 
sup lex.ae.Ct;0, to) < Se (4.5) 
3p, 


PECT’ ,TY 
一 了 一 全 Fx,a, Ct’ zzess 人 ti0 mm))adz 
de (4.6) 
I 1. fr Ct sz Ct ;0 10)) dr, 
〈 据 命题 2.16-(ii)， 这 里 (4.6) 蕴涵 
S(T' ,2(T';0, 0m)) 一 brr(s) 


多 TT'',z(T'";0, #0)) 一 中 rr-Tfxz)， 

因为 Xaemc lt z) 一 Kemcae ts z) 对 ls] 志 5/2， 从 而 
zxuowsn(130,t0) 在 《T',T"“》 也 满足 方程 组 (%)。) 易 看 出 * 与 
它 自身 在 《0,0》 上 规则 相距 《可 取 ao€ rxtx) 人 er 及 ww 一 0), 

设 * 与 加 在 《一 T,T》 上 规则 相 轼 ,我 们 说 ，M* 上 有 一 点 
* 使 得 x 与 ?在 《一 了 一 56/4,T 十 如 /14》 上 也 规则 相距 。 事实 上 ， 
任 取 满足 * 与 有 在 《一 了 ,T》 上 规则 相距 的 要 求 的 om€ ey 及 
Ho & E; 据 式 子 (4.3) 及 定理 3.1， 存在 一 点 (0, 纹 》 € 《一 co， co ) x 
Er*-1 使 


及 


(Ke, C0, 0) (0 十)， 
而 对 于 〔 真 .) 的 解 5。,(z;0,z) 我 们 有 


sup lax,aes Cts0s m0) 一 3a tt; 0, WH) i 
hh 16po%o 


舅 一 方面 , 仍 所 (4.3) 及 定理 3.1( 对 于 天 一 SeE W,)， 存 在 一 点 
(0,m) EC(—00,00) X ET 使 93(8, .6 )(0,10) 一 a 且 


a :0 2 网 
sup, DE 3580) 一 区 CE 0, #0) 所 CO Fy 


因而 


上 有 【一 四 


sup。|zxccoe(G03m7 一 zsases(3 0, so < 2 (4.7) 


这 结合 (4.5) 给 出 
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[3 
SU 2 1;0, 0) < 2。 
a | re 0 4po 


故 zsootek1; 0，%) 在 《T ，T7"》 上 也 满足 方程 组 《Se)《〈 因 
Skts 2 一 Ser z) 对 llzl 拓 &/2)， 于 是 据 引 理 4.3， 存在 
”<T 及 六 > 了 ”使 得 25.o6sl1; 0: 0) 在 〈 交 》 上 仍 满足 
《sw)， 


ee 此 fs,a t's ssa0.ss C7 0,28) Dd 过 一 1， 


#77 
so hak rss 30 0))dr > 1, 


和 


be lss,a, galEs 0,w0) 志 


这 后 者 结合 《4.7) 给 出 


ex,a0,es 《530 -10) | < 池 ， 


2 


因而 zx,o6e,kt;0,m) 在 《s,s 》 上 也 满足 a 文 记 


T* 
r* 玫 | fs,a lt 98s,anse Ct ;Os to) ) dr , 


了 7 
少 本 水 = | CPP sg sas t 080)2d2 


并 置 六 一 ** 十 14 一 于 是 据 (4.7) 及 (4.6)， 
并 应 用 引 理 4.5 及 命题 2.16-(ii) 《到 义 及 5)， 我 们 可 得 出 一 个 对 
1 € 《1*,1**》 连续 的 严格 递增 硝 数 9Cz) 使 得 

Or*) = —T, (0) = 0, 0(1*#) ~ IT, 

ft Cl, nes (48) 


Peeon pronlx)) < poe ‘NE C2**), (4.9) 
其 中 x' 二 多 (0,40)， 
任 取 a' Eriix Nw 则 (1,0) 一 $Y(x') 对 1E (一 00， 
co)。 又 (4.9) 蕴涵 gdCx ,x) < 5"。 故 据 引 理 4.4， 存 在 


*，15I 。 


Gs,0) ETICM" ,2), Osseo = C0,0) — Co) 02, 
使 多 ws,v) 一 x。 考 庶 方 程 组 (区) 过 《s,v》 的 解 。 于 是 仍 据 
(4.9),6(t) 对 :的 连续 及 严格 递增 性 ，3 引 理 4.4 以 及 命题 2.16- 
(ii)， 我 们 易 看 出 ( 久 ) 有 人 解 zx,arlt; sv) 对 1€ 某 一 区 间 
《To，Tw》， 且 有 一 个 对 # 连续 的 严格 递增 函数 xX(2) 使 得 
Xi = TXCO0) = ss, XI) 一 Tho, 


2 (4.10) 
80) 一 | Yaa Cs zx ss 9) dr, 


由 是 
Prankr) 一 DK) zx X30)) 计 1€ 14,1*#), 
250) — CX sx,ar XO; ss SEF/2 对 Et) 


进一步 因 8 过 min{56 ,60} 所 56《 见 前 ), 所 以 据 (4.9) 及 引 理 4.5， 
我 们 又 有 


1250) 一 (xD zr,0CXC ;50 < > 对 #€ 《rt,1##》， 
这 蕴涵 


zx Ct; $s vy) < Ss 对 +E 《To, Tw? 
Bpo 


|:— XO)| < 二 对 #€ Cy, 
po 


(4.11) 


特别 地 ， 
| 一 了 | ， 11** 一 了 ol， Ir* 一 XxCr*)| 
及 


7r4k ~ XCr**)| 都 之 


Se 

8p 

于 是 , 据 (4.10),(4.8) 及 命题 2.17-(iv)， 
WA 


a 
Ea i J A * 
Xx at ;sd 


tS2* 


<—7T*+ a (4.12) 
0 


《 因 8 所 3poby151)， 类 似 地 可 看 出 
bo 


z。 
| 35 vj}ydt 守 T 了 Tt 二， (4.13) 


现在 , 命 & 一 8@,《w), 二 zr(3)。 则 
YX 一 多 ws， v) 一 多 (0， v); 


所 命题 2.15-(i), zroli;0,0) 二 xxls 1;590) 对 1€ 《Tos 
Tw 一 s》 是 (CX.) 的 一 和 解 ; 叉 据 (4.11)， 


Izzat 0, 92) < 和 对 1€ (To s,Tw OO— s), 


自 


因而 


gxsasat 0 0) — zx,alt;0,0) 


对 ET 一 Tu 一 ?>。 从 (4.12) 及 (4.13)， 
| fx.al! xxagr30， 0))dr 


ET 
一 | fuls TF xs 0) ) dr 
o 


< 一 T 一 备 ， 


4 


了 oo 一 +: 
| 了 (Psxagr 0 2))er 之 了 十 pe 
0 


从 这 些 易 导出 我 们 的 断 语 ，* 与 5 在 (一 7 一 笃 ，7 十 笃 ) 上 规 


则 相 虐 。 
因 * 与 它 自 身 在 40，0》 上 规则 相距 、 从 上 段 断 语 我 们 可 取 


M* 上 一 序列 的 点 { 芭 }， 每 个 而 与 x 在 《一 名， 庚 》 上 规则 


相距 。 这 是 说 ， 存 在 一 序列 {8;}, @;& .27 , 及 一 序列 {2 二 
B* :， 使 ra;) 一 Xj 多 ,0， Hi) x, 且 存 在 两 序 列 {T;} 及 
{T7) 的 数 站 和 0 及 10 使 得 


153。 


sup axesoee 130, 3) < 3 


《3 7 


二 | Fx? szx, 0s 30, Hi)) adr’, 


14 了 a ” r 
次 J Far saps Ces0 0) a C4.14) 


于 是 所 命题 2,17- (iv), 一 jb0/4 之 Tib, jb /4 安 Ts ‘51， 因 市 


limT’;— —c0, limT; = o0, (4.15) 
了 -四 Fj» 


命 常 微 方程 族 . 达 。 给 出 同 $3 中 ， 据 $3 中 所 述 ，. ，.; 
作成 一 拓 扩 空间 ， 二 .A ,1 和 56;%32)。 对 于 XE,， 命 
gxC0) 一 (党 )， CE co 
这 给 出 一 映 庄 
EX 一 -这 人 5， 二 
〈 据 命题 1.4 及 2.17-(iii))。 写 闸 王 (三 , 码 ,，…', 到 "1!)， 我们 有 


nm—1 


rt— 多,(0， Nj;) = exp (于 开 proja 
xt= 1 


因 .sz 紧 致 , 且 坟 是 紧 致 集 {1z6 Ez 安 5&18po} 中 的 点 ,我 
们 不 妨 设 {a}，{2) 是 .ef ，E*! 中 的 收 伍 序列 ， 分 别 收 敛 到 
Ef， E" "于 是 据 (4.14) 及 (4.15), 并 用 指数 映射 及 gx 
的 连续 性 ,我 们 有 

B00) 一 x 
及 


EC(—m .om) 


sup lzx,awe(t;0, tm) 所 ， 
8po 


由 是 有 hx s(x) 一 元 m)。 这 证 明 hx,s, 的 定义 域 是 整个 M*. 

最 后 ,我 们 证 hx,s, 的 连续 性 ， 设 {xi} 是 M* 中 一 序列 ,收敛 
到 me M"。 我们 须 汪 {hx,sCxi)} 收 敏 到 hx,a.《xo)。 据 hx,s, 的 
定义 ， 对 每 一 wy 有 一 aj ET iChxslzi)) 间 vey 且 有 一 点 三 6E 
Er" 使 得 


» |l54. 


多 .,(0， Hi) 一 Yj, 
tp sx Ct;0u;) < 00, 
i™ 1,2,3,.…-. 
泥 前 面 (4.4)， 这 里 不 等 式 可 换 作 
Su (zx, Ct;0, 0;)1 < 上 


ll < 5 Fe 
于 是 据 .ar 及 E"! 中 的 子 集 {zs € :1!||zl 志 e} 的 紧 致 性 ,对 
于 我 们 的 县 的 来 说 ,不 妨 设 {cj;},{4w} 是 .wx 己 * 中 的 收敛 子 
序列 ， 分 别 收 伍 到 Co es Ho E 五 |aoll | Cs 因而 
多 (0,m) 一 Yo 
又 据 定 理 3.3 及 gx 的 连续 性 我 们 有 映射 8x 二 9gx: .2 一 、 让 
这 蕴涵 
ma lx Co ts #) 一 Bro a) 0 
其 中 局 一 1ze 五 ez < 六。 由 是 
lim ExCoi)(0n) 一 ErCoo) CO, az)。 


但 ExCei) (C0, 二) 一 (0,0) 《 握 HX.) 的 定义 )。 所 以 
Ex(Ceac)C0zo) 《0:0)。 
这 给 出 


Lp eres 0) < oo。 


故 
hx,s#. xa) 一 ram) 一 lim Tm) 一 limhx,s, x). 
这 证 明 pzr,s， 连续 。 所 以 , 若 取 gx 一 hx,s,。， 则 qx 满足 定理 4.1 
叙述 中 所 有 要 求 。 定 理 4.1 证 完 ， 
仍 设 8 是 Anosov 系统 . 任 给 > 0。 若 取 5 在 .经 中 的 一 
C+ 廓 域 YY 及 一 数 已 > 0， 吉之 min{f2es/2}， 使 得 对 每 一 
XE 


= ISS 


| pom lr z)l 


tae bs Lp 
书 
28(1+29%8)" 1! 
| Remce se Ct 2) 一 Kgemeosser rs 2 
一 ME 一 < 
28C1+27E)" 
对 所 有 (txya)E 瑟 X ef. 
〈 用 命题 220( 对 4 一 M")， 我 们 可 以 这 样 取 Oo 及 如 
入 xuatt(z zx) 给 出 法 同上 证 明 中 )， 则 hxws+ 是 一 拓扑 变换: 
M" 一 M"《 应 用 定理 3.2; px,st# 定义 靶 也 同上 证 明 中 )， 具 专 性 
质 ; 

(a) 它 是 一 。- 映 射 ， 

(b)》 它 把 X 的 每 一 积分 线 映 满 8 的 一 积分 线 。 这 论断 证 明 法 
与 上 面 定理 4.1 的 证 表 相 类 ?。 这样, 我 们 就 得 出 周知 的 Anosov 
定理 , 即 M” 上 一 Anosoy 系统 结构 稳定 ， 

这 Anosovy 结果 (特别 是 微 拓 变换 这 特 款 下 ) 以 往 引 起 过 比较 
多 的 讨论 ， 也 出 项 过 不 同方 式 的 证 明 ( 例 如 Anosoy，Trudy Mat. 
Inst. Streklovy., 30C1967); Moser, J. Diff. Eqgs., 5C1969),411— 
440)。 我 们 这 里 用 常 微分 方程 式 论 的 方法 ,有 这 样 的 好 处 , 即 对 结 
核 稳定 性 涉及 到 的 C! 度量 IX 一 51, 的 数值 如 何 作 定 量 估 计 有 
深 楚 的 线索 。 

我 们 不 费 更 多 的 巾 折 ,用 网 样 方式 可 证 明定 理 4.1 的 一 个 如 下 
的 推广 形式 的 定理 4.6。 设 4 是 M” 的 一 子 集 , 在 办 (一 过 1 过 
co) 下 不 变 ， 且 它 不 拒 $8 的 任何 奇 点 作为 闭 包 点 ， 我 们 说 $8 在 4 
上 有 双 曲 型 构造 ,如 果 对 于 4 的 每 个 连通 分 支 碳 ， 部 分 从 儿 | 4 
可 分 解 成 线性 子 从 的 直 和 


1》 但 岗 在 证 明 要 简单 得 多 ; M* 是 一 紧 致 流 形 ， 其 上 一 个 到 其 自身 内 的 单 映 射 自 
然 是 一 满 映 射 , 用 这 事实 * 即 可 免 去 如 同上 面 关 于 4 xy 的 定义 域 是 整个 M” 
这 一 较 复 杂 的 证 明 过 程 ， 


"36+ 


GA FI BGROEit, 
其 中 儿 由 314 产生 ， 客 ij- 及 Bi+ 都 在 8B 一 <1< 90) 
下 不 变 ， 且 对 于 其 常数 1 关 1 和 关 <0( 和 4 只 与 4 有 关 )， 
28， 分别 在 窜 - 和 咖 i 上 收缩 和 扩张 , 即 
eol 所 XslexpCpz》 对 所 有 ze 儿 i-，: 守 0， 
8 twallexplps) 对 所 有 wu€ ii:，! 之 0. 
从 (一 0 < < co) 的 连续 性 , 努 看 出 : 若 3 在 4 上 有 双 由 型 
构造 , 则 5 在 4 的 闭 包 上 也 有 双 册 型 构造 . 
定理 4.6 设 4 是 M* 中 一 子 集 , 在 中 (一 < 一 co) 下 
不 变 , 且 它 在 ”下 的 闭 包 不 含有 3 的 奇 点 。 又 设 8 在 4 上 有 双 
曲 型 构造 。 任 给 e > 0。 则 
(io) 3 在 . 弛 中 有 一 C" 邻 域 使 得 只 要 XE%，M" 
中 就 有 一 在 px 一 二 + 二 00) 下 不 变 的 子 集 4x， 及 一 se- 配 
射 pax:Ax ~> 肥 ， 它 映 满 4， 且 它 把 多 的 每 一 包含 在 Ax 内 的 积 
分 线 竖 满 8 的 一 积分 线 。 
(is) 8 在 受 中 有 一 C! 邻 域 %* 使 得 只 要 Xe 9 下, 即 
有 一 个 到 M” 中 的 s- 拓 扑 变 换 gjx:A 一 M", 它 把 5 的 每 一 包 
含 在 4 内 的 积分 线 映 满 X 的 一 积分 线 、 
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第 三 章 ” 阻 得 集 与 强 匀 断 条 件 


51. 引 言 


近 几 年 来 ,在 常 微 系统 结构 稳定 理论 中 ,有 相当 多 的 工作 讨论 
所 谓 双 曲 型 流 或 条 件 较 强 的 所 谓 公理 A 流 《 以 及 双 曲 列 或 公理 A 
微 拓 变 换 这 特 款 ) 的 性 质 。 另 一 个 比较 起 来 以 前 尚 少 注意 但 有 用 
的 概念 是 所 谓 强 匀 断 条 件 。 

设 M" 为 一 4 维 紧 致 的 C” 型 Riemann 流 形 ，# 之 2， 其 
上 有 一 C' 型 常 微 系统 5， 则 5 导出 办 ”上 一 C! 型 单 参数 变换 
群 

: 由 M"— M, —00 <1 00, 
从 而 导出 M” 的 切 空 间 从 多 上 一 单 参 数 变 换 群 
Dr dh FE, — Lt<%, 

记 o: 儿 一 M" 为 从 投射 , 并 记 史 , 一 ox) 对 *€E M*, 任 
给 M” 中 一 个 在 加 (一 oo < < oo)》 下 不 变 的 闭 子 舍 4。 我们 
将 以 (3，4) 表 和 (一 co < 一 co) 限制 在 4 上 时 的 非 游荡 
集 . 这 是 4 中 所 有 和 共有 下 述 性 质 的 点 * 作成 的 集合 ， 即 : 对 >* 每 
一 个 在 4 中 的 邻 域 Z， 都 有 一 数 如 并 使 得 UN 人 8,(U) 关 09， 
QC(S$，4) 是 M"” 中 一 闭 于 集 ， 在 中 (一 c < < oo) 下 不 
变 . 

辕 通 常 的 说 法 ,我 们 将 称 5 在 4 上 具有 双 曲 型 构造 ,如 果 部 分 
从 多 14 有 直 和 分 解 

GA- .BISIADBF., 

其 中 {514} 由 314 产 生 而 .多 -及 多 + 都 在 多 一 co < <co) 
下 不 变 , 这 分 解 在 A 中 5 的 每 一 常 点 处 都 局 部 地 是 一 从 分 解 , 且 存 
在 数 14>0 及 上 二 0 使 得 

ea 所 alexplpyt) 对 所 有 wn€E 多 -及 1 之 0， 
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-98 直 委 2slexpGCm2 对 所 有 xe .1 及 1 之 0. 
我 们 将 称 8 满足 公理 A， 如 果 5 在 (8，M*) 上 具有 双 曲 型 构 
造 , 且 它 的 周期 点 ( 即 奇 点 或 周期 轨道 上 的 点 ) 集 合 在 0C(5，M") 
中 稠密 。 

我 们 说 8 在 4 上 满足 强 匀 断 条 件 ， 如 果 对 每 一 *e 4， 每 一 
#& 如。 可 表 成 sa 一 wp 十 #4 十 414,58(x), 其 中 及 wj EB, As 
€ 《一 oo ,00), 满足 

lim os) 0 lim ou) = 0, 


关于 双 曲 型 构造 及 公理 A 的 综合 评述 ,可 看 [6, 4]。 事 实 上 ， 
对 它们 的 讨论 ,在 此 时 以 前 的 许多 文献 中 都 涉及 到 《例如 ， 见 [4] 
记 引 用 的 许多 文献 中 ) 历史 上 ，Smale” 在 所 谓 Anosov 系统 
的 基础 上 ,进一步 引进 双 曲 型 构造 这 概念 ,同时 引进 公理 A， 以 寻 
找 关于 系统 结构 稳定 的 适当 条 件 . 

这 里 关于 强 匀 断 条 件 的 叙述 ,是 [3, 第 471 页 ; 4, 第 948 页 ] 关 
于 微 拓 变换 一 相当 条 件 的 自然 推广 ,而 与 [7, 第 287 页 ; 5， 第 157 
页 ] 所 和 叙述 的 几何 式 条 件 有 些 不 司 。 后 者 要 求 稳 定 荡 形 与 非 稳定 
流 形 名 断 相交 ?。 

历史 上 , 仍 是 为 了 和 寻找 系统 结构 稳定 的 条 件 ,Smale(17 ,第 287 
页 站 在 公理 A 的 基础 上 ,补充 所 询 强 匀 断 条 件 ; Robbin《[3, 第 471 
页 ]) 修 改 这 条 件 成 为 线性 化 的 形式 (这 即 本 文 所 买 用 的 形式 》， 但 
不 象 关于 双 曲 型 询 造 及 公理 A 这 情况 ， 过 去 工作 中 对 于 强 匀 断 条 
件 ,涉及 较 少 ,更 没有 独立 地 处 理 过 ， 

如 上 所 述 , 双 曲 型 构造 ,公理 A 以 及 强 义 断 条 件 这 三 者 的 最 初 
引进 都 是 为 了 寻找 结构 稳定 的 特征 性 质 这 样 一 个 目的 。 Robbin 
证 明 的 一 个 《 原 为 Smale 推测 的 ) 重要 定理 紧 久 微分 流 形 上 
一 C? 型 微 拓 变 换 在 它 满足 公 到 A 及 强 勾 断 条 件 这 情况 下 ,是 结 枯 
稳定 的 。 如 果 把 这 定理 叙述 中 的 微 拓 变 换 换 作 常 微 系统 ， 类 似 结 


1) 在 系统 满足 公理 态 的 前 坦 下 ， 忆 者 与 我 们 六 里 猴 述 的 将 一 艇 如同 [3, 第 471 碳 ] 
中 所 到 过 的 那样 . 
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论 最 近 证 明志 成 立 , 即 Robinson [5]， 

可 是 ,在 双 申 型 构造 ,公理 态 以 及 (如 上 所 述 , 亦 即 采用 [3， 第 
471 责 ] 中 的 方式 来 界定 的 ) 强 匀 断 条 件 这 三 者 中 ,后 一 个 比较 起 来 
将 是 最 基本 的 ,虽然 这 后 一 个 初 看 起 来 形式 较 弱 .本 章 的 目的 之 一 
是 给 出 这 说 法 的 根据 《 见 本 章 $ 3)。 本 章 的 另 一 个 更 重要 的 目的 
是 引进 M” 中 一 个 称 为 8 的 阻碍 集 的 闭 子 集 05《5)( 见 $2)， 
同时 从 OCS)》 出 发 ,讨论 M* 中 在 $( 一 0 二 1 二 00) 下 不 变 
的 闭 子 集 4 与 0&(5S) 的 交集 为 0 这 情况 下 ,4 所 具有 的 性 质 ( 见 
$3)。 一 个 结论 是 ，3 (在 M* 上 ) 满 足 强 匀 断 条 件 即 蕴涵 8 满足 
公理 A。 根 据 下 面 诸 节 路 的 讨论 ,可 以 期 望 ,把 组 碍 集 作为 探讨 党 
微 系 统 的 一 个 基 东 工具 将 是 恰当 的 。 


52 阻碍 集 023) 


为 给 出 063 ) 的 定义 ,我 们 将 用 [I] 中 的 记号 ,并 考虑 3 所 
有 常 点 作成 的 集合 站 及 5 的 共 辊 从 轨 。 这 是 吃 的 一 子 从 ,以 于 为 
底 空 间 , 其 上 任 一 点 * 处 的 纤维 多 , 是 客 。 中 所 有 与 5(x) 正 
交 的 切 向 量 组 成 的 * 一 1 维 子 线 性 空间。 对 任 一 (#, zx) E (一 0， 
00) X 纪 ,， i(#) 可 唯一 地 表 成 BA) 一 lo wy5(C$(x)) 十 
加 (zw), 其 中 bor;€ 《一 00，00),， (WE 霓 sxsX( 即 册 (t) 是 (ww) 
在 多 sxs 上 的 重 直 投影 )， 这 给 出 一 单 参数 变换 群 
D> BB, OAL 
《 克 [1, $11). 
我 们 需要 用 到 纪 上 与 5 相 联 系 的 男 一 个 单 参数 变换 群 。 为 
此 ,对 任意 的 &E 静 .，x*e 计 ， 记 国 # 为 多 ,中 所 有 与 * 正 交 
的 切 向 量 作成 的 子 线 狂 空间 ， 因 内 ( 国 #) 是 多 。。， 中 一 子 线性 
空间 ， 故 存在 唯一 的 亚 (zD6 咏 wo， 它 与 四 (名 4#) 正 交 且 使 得 
gn) 一 于 (1W) & 《人 久 x)， 用 这 办 法 ,我 们 得 出 锣 上 一 单 参数 变 
换 群 
VD DZ, 一 co iL, 
并 且 , 若 命 乡 * 为 弓 在 儿 中 的 闭 包 ， 这 变换 群 可 唯一 地 扩充 至 


"160*» 


你 * 上 一 单 参数 变换 群 
V,. VW > D4 00 Lt oo， 
于 是 合 
OBb(S) = {+= ou) € MI#€ DB*, 
lall = 1 = infsece,e)l Cw) ll}, 
这 个 集合 叫 作 与 3 相 联 系 的 阻碍 集 。 易 看 出 ,这 是 M” 中 一 闭 子 
集 。 

如 所 周知 ,通过 扭 扩 的 办 法 , 紧 致 微分 流 形 上 一 微 拓 变换 作为 
离散 动力 体系 来 考虑 时 、 可 看 作 常 微 系统 的 一 特 款 ， 上 面 阻 碍 集 
的 定义 以 及 本 文中 所 有 关于 常 微 系统 的 结论 都 可 自然 地 转换 成 关 
于 微 拓 变换 的 相当 凶 述 。 这 些 转 换 , 形 式 上 是 显然 的 ,我 们 将 不 进 
一 步 论 述 ， 


$3, 结果 的 裔 述 


记 . 服 ” 为 M" 上 所 有 C! 型 常 微 系统 作成 的 线性 空间 ， 对 任 
一 于 有 ， 记 1 为 于 的 C 一 模 。 于 是 .2 就 这 模 作成 一 
Banach 空间 《例如 , 见 [1])7，、 仍 记 作 . 盈 -。 任 取 定 M* 上 一 所 扑 
度量 ,任意 两 点 * 及 ?了 了 间 的 距离 将 记 作 dlx，y)，5 所 有 奇 点 作成 
的 集合 (在 M” 中 ) 的 内 集 将 记 作 1C53)。 
设 A 是 M* 中 一 闭 子 集 ,; 在 由 一 oo 过 :之 oo) 下 不 变 。 我 
们 将 称 8 在 4 上 结构 稳定 ， 如 果 对 任 给 的 > 0， 存 在 一 对 应 的 
>0 使 得 只 要 Xe 且 17 一 3 天 5 ， 即 有 一 个 从 4 到 MM* 
中 的 拓扑 变换 f， 它 把 5 的 每 一 包含 在 4 内 的 积分 线 映 满 外 的 一 
积分 线 , 且 满足 
d(x,f(x)) 之 8 对 所 有 re 4。 
定理 3.1 设 A 是 M* 中 一 闭 子 集 , 在 (一 :< 一 co) 下 
不 恋 。 且 设 
ANCICSYUOBCS)) 一 0， 
则 3 在 4 上 结 移 稳 定 . 
定理 3.2 设 4 是 M” 中 一 闭 于 集 , 在 (一 9% < 一 co) 下 
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不 变 , 则 5 在 4 上 满足 强 匀 世 条 件 当 月 仅 当 
ANCICS)UObS)) = 0. 

在 这 了 两 个 定理 中 取 4 一 M*、 即 看 世 我 们 的 结果 包括 《$1 中 
井 到 的 )Robbin-Robinson 定理 “3 作为 特 款 。 并 且 ， 比 起 [3]， 
依照 我 们 的 结果 就 不 需要 微 拓 变换 满足 公理 A 这 假设 , 比 起 -5]， 
我 们 的 结果 也 其 有 较 简 单 的 形式 ， 虽 然 本 文 界定 的 强 匀 断 条 人 符 
《看 $1) 与 151 中 所 指 的 有 些 不 司 。 

据 定 理 3.2 易 看 出 ，S 的 一 将 点 xz 是 通 有 的 《 即 5 在 to。 处 
的 Jacobi 方 阵 所 有 特征 根 的 实 部 都 不 为 0》 当 上 生 仅 当 不 € 
I$)UOb($)， 也 易 看 出 ，S 的 一 ( 异 于 奇 点 的 ) 周 期 轨道 P 是 通 
有 的 《 即 P 的 所 有 特征 指数 的 绝对 值 都 不 等 于 1) 当 且 仅 当 了 作 
Ob(S)= 0, 

定理 3.2 的 意义 ,不 仅 是 其 中 两 个 条 件 等 价 , 较 重要 的 是 在 于 
其 中 等 式 应 用 起 来 有 方便 之 处 ,而 这 等 式 可 用 来 代替 强 义 断 条 件 ， 
下 面 定理 3.3 证 明 简 单 ,可 取 来 说 明 这 个 事实 。 

命 禾 " 为 辟 ” 中 所 有 满足 I(X)U Ob(X) 一 0 的 系统 X 
《或 等 价 地 ,所 有 在 M" 上 满足 强 匀 断 条 件 的 环 ) 作成 的 集合 .如 
上 面 所 述 ， 朋 ”就 CL 模 作 成 一 Banach 空间 ， 

定理 3.3 ”. 受 ” 是 .2 中 一 开 子 集 。 

我 们 简 述 这 证 明 如 下 。 相 应 于 5€ 受 ” 导 出 的 宅 上 的 单 参数 
变换 群 @,( 一 co < 二: < co)， 每 一 XE 人 雪 导 出 的 客 上 的 单 参 
数 变换 群 将 记 作 Bx 一 0 过 +t 二 oo)。 于 是 由 多 (rz， 和 天 ，v) 一 
Dru) 给 出 一 映射 

《一 co ，oo) X HR XCG— CF. 
相应 于 5 的 共 二 从 急 ， 殉 + 及 其 上 的 单 参数 变换 群 多 (一 0%% < 二 
， < co)， 我 们 也 有 Xe 绝 ” 的 共 元 从 多 xx， 多 及 单 参数 变换 
群 

Vx 0 一 2 一 o0 < 一 co0。 

设 5e .党 ?。 我 们 将 证 明 9 有 一 C! 邻 域 己 级 "。 但 首先 ,5 
的 每 一 奇 点 都 不 EE 1(5)UO4b($)， 由 是 易 验证 对 于 8 每 一 疝 点 
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rf, 有 吸 .C 幼 *。 设 相 友 地 Se 多 一 党” 的 闭 包 , 则 在 党- 一 
过 ” 中 可 取 一 序列 {Xi} 收敛 到 5 使 得 对 每 一 ,有 一 坟 & 多 
满足 


la = 1 = inf x(a)!. 


从 M* 的 单位 转 球 从 的 紧 臻 性， 天 姑 设 {m4} 是 多 中 一 收 佑 所 
询 ， 收敛 到 一 we ZF ，limll 一 1!。 由 是 所 名 的 连续 狂 及 x (一 
co < + < oo) 的 定义 ,我 们 将 可 得 
和 e+ 有 ON — Em Nixie), 
从 而 
lol — 1 = inf fy,Cud)l. 


但 这 与 5 € 绍 ” 相 矛盾 ， 就 这 样 ,我 们 可 看 出 定理 3.3 成 立 . 
上 而 定理 证 明 较 难于 直接 用 强 久 断 条 件 来 完成 ,因为 那样 ,我 
们 将 过 到 某 种 一 致 收 化 性 是 否 成 立 而 答案 比较 隐 星 的 问题 . 
现在 ,对 任 一 x€ M"， 记 
F(x) = {ue€ Bs | moc 一 0}， 
FF+G = {u€ @,|lim lo = 0}; 


又 对 5 的 任 一 常 点 x*， 记 
D-GoD ~ {ue 针 jimlwCe)l 一 0j 


D1) ~ {ue Dl im Nhl = 0}. 


这 些 都 是 名 ,的 子 线性 空间 ， 显然 ， 对 于 M”* 中 一 个 在 (一 
co 过 + 之 00) 下 不 变 的 闭 子 舍 来 阅 , 所 谓 5 在 4 上 满足 强 匀 断 条 
件 , 这 意思 恰 是 
(x) 十 415(x)} 二 Pilx) 对 所 有 x€4， 

其 中 {5{x)} 表 雏 。 中 由 5 (wx) 所 产生 的 子 线性 空间 .对 多,， 
xr€ M” 中 的 任 一 2 维 子 线 性 空间 三 ， 记 兴工 为 雏 。 中 与 L 正 
交 的 = 一 维 子 线性 空间 ;于 是 命 

B_(x) 一 洲 (CE+Cz) + {SC(x)}), 

了 fx》 = 水 《FE_(xz) + {5 (x)}), 
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易 难 证, 若 * 是 8 的 一 奇 点 大 ELKS)UO5C3S》 或 是 3 的 一 常 点 ， 
则 B_(x) 及 B+Cz) 都 生 细 *， 且 有 
VB_(x)) = B_(p(x)), 
TABrCE)) 一 下 (dxJ)， 一 co < 一 oo. 
定理 3.4 设 4 是 M” 中 一 闭 子 集 ,在 (一 < 一 co) 下 
不 变 。 且 设 
ANC(ICSYUOBS)) — 0, 
则 存在 数 74 <0 及 di 之 0 使 得 
Cw) 上 所 sjezspl%wat) 对 所 有 wEB_(x),*E€4 及 1 之 dd ， 
上 ,Cw 守 lalexp( 一 m41) 对 所 有 w€ Bi(x),x€ 4 及 it 这 ds. 
设 4 是 M” 中 一 闭 子 集 , 在 &( 一 2 二 :< 一 co) 下 不 变 , 且 
设 AN(ICS)UOB5《S)) 一 0。 我 们 将 可 以 看 出 4 具有 较 清 楚 的 
构造 模型 。 为 此 ,对 性 一 x € 4， 记 
grlx} = no dimB_(Cx) — dimB(x), 
称 为 * 的 梯 数 。 我 们 将 有 grlx) 之 0, 而 grlx) 一 0 当日 仅 当 
* 是 3 的 一 奇 点 E4。 对 于 xc4， 三 联 数组 
(gr(x)}, dimB_(x), dimB.(x)) 
将 称 为 * 网 梯 型 .对 任意 的 整数 pp 守 0, g 之 0, + 之 0,? 十 9 十 
rr 一 #， 记 
A 一 {x € Alx 的 梯 型 = (p, 9g，r)}， 
4 一 VU prsar.r dcrs 
Prep 
于 是 A 分 成 互 不 相交 的 诸 集合 娩 ,, 的 集合 和 。 如 通常 ,对 于 一 点 
x E M"、 积 分 线 {g(x)| 一 0 二 ?之 0} 的 w- 极 限 集合 Ts 及 
a~ 极限 集合 T: 是 指 
rT, 一 {y= lim $C%) E Mi < lim 一 00}, 
Te= {y=— lim gal%) E Ml 之 b>4> limi 一 一 00}, 


车 +€Ah, 则 工 : 及 rs 显然 都 CA, 记 Q*( 8, A) 为 所 有 具有 下 
述 性 质 的 点 x € 4 一 作成 的 集合 , 即 ，T, 及 了 都 不 含 让 5 的 
奇 点 。 我 们 也 将 考虑 $8( 一 吕 < 上 < 00) 限制 在 A 上 时 的 非 游 荡 
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集 943 ,4)， 

定理 3.5 设 A4 是 M* 中 一 闭 子 集 , 在 由 (一 o9 到 1 一 oo) 下 
不 变 。 且 没 ANCIC5YU O26C5)) = 二 0。 则 

(i) 在 序列 

0= AlCACACAC:...CA = A 
中 ,每 一 如 都 是 4 中 一 闭 子 集 , 每 一 态 .,, 在 候 一 4? 中 开 , 且 
都 在 中 ( 一 co < 一 oo) 下 不 变 ， 

〈i) 对 任 给 的 一 点 *&€ 全 ,,，? 之 0， 积 分 线 了 ,一 {加 (x)| 
一 co 之 +t < 00} 的 w- 极限 集合 T, 包含 在 如 +rr 或 必 rr-ar 内 ， 
按 F。 是 否 含有 3 的 奋 点 而 定 ; 了 ; 的 c- 极限 集合 T: 包含 在 如 ,+ 
或 ,ptr-t 内 ，, 按 六 是 否 含 有 3 的 奇 点 而 定 。 

(ii》0*《5 4)》 是 4 中 一 汶 子 集 , 在 内 (一 oo 二 :< oo) 下 
不 变 ， 且 3 在 0*($, 4) 上 具有 双 曲 型 构造 。G(3 ，4) 包含 在 
人 JQ$S,4) 内 :由 是 3 在 243,4) 上 也 具有 双 曲 型 构造 。 

《Ciy) 8 的 每 一 在 A 内 的 奇 点 zo 都 有 任意 小 的 在 好 ”中 的 邻 
域 了 了 使得, 当 *e AN CM" 一 了 ) 时 , 正 半 轨 线 {B(x) 11€ 《0,00)} 
及 负 半 轨 线 {$Cx)1:e 《一 co0 ,0》} 不 能 同时 与 了 相交 。 

特别 地 , 取 4 一 M* 并 设 (5)U06(5) 一 0， 这 里 (iii) 给 
出 ,3 在 0C5,M") 上 有 双 曲 型 构造 。 另 一 方面 ， 结 合 封闭 引 理 
《 见 [2; 6, 804 页 ]) 及 这 里 定理 3.1 就 给 出 ，$ 的 周期 点 集合 在 
(5 ,M") 中 稠密 ， 记 以 ， 据 这 里 定理 3.2, 我 们 可 得 出 结论 : 38 
在 M"” 上 满足 强 匀 断 条 件 即 列 宜 9 满足 公理 A。 

我 们 还 可 以 给 出 关于 双 曲 型 构造 的 形式 较 简 单 的 等 价 条 件 ， 
即 

定理 3.6 设 A 是 MM* 中 一 闭 子 集 , 在 (一 0 < 一 oo) 下 
不 变 , 则 

Q) 3 在 4 上 具 存 双 曲 型 构造 当 且 仅 当 有 直 和 分 解 

C= PI)DIS (DPF) 对 每 一 xe4。 

(ii) 在 有 A 不 含有 5 的 奇 点 这 情况 下 ，35 在 4 上 具有 双 曲 型 构 

造 当 后 仅 当 有 直 和 分 解 


a。 1635 。 


静 。 一 也 (四 Ditz) 对 每 一 x 


:4 覃 点 集合 


若 阻碍 嘛 0 此 3?) 与 M" 中 一 个 在 &( 一 2 之 1 <00) 下 
不 变 的 闭 子 集 4 的 交集 为 0, 单 参数 变换 群 8 一 oo 二 :< %) 限 
制 在 多 * 的 子 集 {w€ 多 *|alw)€ 4} 上 时 有 一 些 对 我 们 很 有 用 
的 性 质 。 关 于 这 个 ,我 们 将 解释 在 下 面 ， 

我 们 可 考虑 一 较 广 的 情况 。 设 也是 一 紧 致 度量 空间 ， 其 上 有 
一 单 参数 变换 群 

0,. EE, — <1< co， 

给 定 E 上 一 连续 实 函 数 (x). 

一 点 {4 € E 将 称 为 8 一 co <+ 过 00) 就 Lx) 来 说 的 模 
点 ,如 果 


ski) > 0 对 所 有 te (一 oo， oo) 
记 首 为 已 中 所 有 这 些 槽 点 作成 的 集合 ， 称 为 8( 一 2 < < oo) 
就 《(*) 来 说 的 模 集 。 易 看 出 六 是 8 中 一 闭 子 集 . 
记 
E_= [zs E | 可 [ tO x) dds < 
且 tm :ed > 0]， 
E+ {re lim| tC))as>0 
有 Em | C0, <0), 


号 二 [zs E | 玛 | re(s))as <0 


有 Hw | £(0,(x))ds < 0 二 


a ili66. 


变 ， 且 设 
nNE— 0. 
则 
(i) I 分 解 成 彼此 互 不 相交 的 子 集 
HH_= INE., Hr= HME, TINE 的 集合 和 。 HI-_， 
mr 及 人 都 在 6( 一 co < ， < oo) 下 不 变 。 
(Gi) TI 及 HI 都 是 开 中 的 闭 子 集 ,而 是 五 中 一 开 子 集 ， 
(iii) 了 中 有 一 闭 子 集 1* 包含 在 全 内 ， 它 作成 6( 一 co < 
1 一 oo) 在 人 上 的 一 截 瘦 , 即 ， 由 9*(1,x) 一 9,(*) 对 (pr)e 
(一 co ,00) x 0* 给 出 一 个 映 满 全 的 拓扑 变换 
6*:( 一 coyco) Xx H* -> 卫 . 
(iv) 存在 常数 咏 一 0 及 此 > 0 使 得 
了 Tw# 对 所 有 xET_- 及 了 全 惟 ， 
| WOE ES ee 对 所 有 x*E1 及 了 < 委 一 必 ， 
“了 TW 对 所 有 x&《*,s 守 0 及 TT 之 司 ， 
1， S00 C0) ds < 人 对 所 有 x tN*,s 才 0 及 了 之 一 目 . 
这 个 定理 在 我 们 工作 中 将 显得 是 基本 的 ， 事 实 上 ， 要 应 用 它 
到 常 微 系 统 S$， 我们 可 考 卡 多 * 的 子 集 
B= {re Br*llsd = 1}, 
这 是 一 紧 至 可 度量 空间 ， 因 对 于 we 多 *，llxll 于 0， 我 们 有 
上) so 且 可 (lz) 一 1@ (xy) 对 及 6( 一 coyco)， 改 对 
we 疡 置 囊 (一 加 (xs) 川 mx) 即 给 出 多 上 一 单 参 数 变换 
群 
耳 ,， 上 遍 -~> 号 ， 一 中 二 < 一 co， 
SC1) 一 吕 开 (Ca 
ds 


ty 


»167. 


对 ve 纺 *# 连续 。 于 是 我 们 可 考虑 间 ( 一 oo < < 00) 就 (#1) 
来 阅 的 错 集 


TobCS) = {ue Blinkecs,o | El))4r ~ 0} CS. 
-v0 


但 从 瘟 ( 一 co <r< 00) 及 tx) 的 定义 易 看 出 
zi = cxp | (Plu) ) as 对 (14)E (一 00,00) x 多. 


于 是 08(8) 一 oATob(5)). 对 M” 中 任 一 个 在 $( 一 2 < 之 1 志 
ce)》 下 不 变 的 闭 于 集 , 记 
H(A) = {vu€ lon) A}. 

这 是 多 中 一 闭 子 集 ， 在 齐 ( 一 co < < co) 下 不 变 ， 且 AN 
O08《5) 一 0 当 且 仅 当 H(A) 站 Tob《5) 一 0。 所 以 , 当 AN OMS) 一 
0 时 , 我 们 可 应 用 定理 G 到 履 及 其 上 的 单 参数 变换 群 到 (一 co 一 
1 之 00) 以 及 函数 Bw) 这 情况 上 ， 这 时 关于 HI(4) 与 定理 4.1 
叙述 中 相应 的 一 些 福 质 , 在 我 们 要 得 的 结果 的 证 明 中 ,多 处 起 要 紧 
的 作用 
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第 四 章 阻 得 集 (TD) 


我 们 打算 在 这 章 和 第 六 章 详 细 介 绍 一 下 我 们 关于 阻碍 集 的 一 
些 结果 .阻碍 集 概 念 首先 在 [2 ] 中 提出 ， 涉 及 到 自前 深 受 注意 的 
关于 常 微 系统 结构 稳定 性 的 探讨 ， 而 在 这 些 探讨 中 以 前 只 是 象 双 
曲 型 构造 ,公理 A 及 强 匀 断 条 件 这 些 概念 起 主导 作用 。 

在 这 里 ,我 们 可 对 这 些 作 点 较 概括 式 的 进一步 说 明 。 设 MM" 为 
一 # 维 紧 致 的 C” Riemann 流 形 ,， # 之?2, 其 上 有 一 C! 党 微 系统 
$5。 则 S$S 导出 M" 上 一 C: 单 参数 变换 群 $8,: M” 一 时 气 一 co 二 
? 之 co)， 从 而 导出 计 ” 的 切 空 从 多 上 一 单 参 数 变换 群 

Dr= dh CE CE, LI %, 

记 c: 玫 一 对 "为 众 投射， 后。 一 ar) 对 x EM", 

我 们 将 称 $ 在 一 点 x* & M "处 满足 匀 断 条 件 ,如果 每 一 wx& 鹃 ， 
可 表 成 #4 一 4 十 二 十 45(Cx), 其 中 4 及 wr EE Gs 4s EE( 一 00， 
co )， 使 得 

limlloC#-)l 一 40, lim lIoAu)N = 0, 


如 果 5 在 每 一 点 x &E M* 处 都 满足 匀 断 条 件 ， 即 称 $ 满足 强 义 断 
条 件 。 记 对 为 S 所 有 常 点 作成 的 集合 , 纪 为 $ 的 共 辆 从 ， 这 从 以 
MM 为 底 空 间 , 它 在 一 点 * 处 的 纤维 多 由 名, 中 所 有 与 SC(x) 正 
交 的 向 量 组 成 。 命 多 * 为 包 在 安 中 的 闭 包 ,依照 [2，$2];， 5S 化 
自然 地 在 乡 * 上 给 出 一 单 参数 变换 群 

VY: Vr YW, 0 < < 00. 
于 是 5 的 阻碍 集 08($) 定义 作 

Ob(SY = {x =— olw) €E Mlut +, 

{sl = 1 一 ,if NAN}, 


愉 变 换 群 于 ,的 连续 生 ，025(5) 显然 是 M” 中 一 闭 子 集 , 


“1l69+* 


这 里 叙述 的 强 匀 断 条 件 是 Robbin 〈[5， 第 471 页 ; 6, 第 948 
页 ]) 关 于 微 拓 变 换 一 相当 条 件 的 自然 推广 所 如 所 局 知 ， 通 过 扭 扩 
的 办 法 ,微分 流 形 上 一 微 拓 变换 作为 离散 动力 体系 来 考虑 时 ,可 作 
为 常 徽 系统 的 一 特 款 )。 记 1(5) 为 § 所 有 奇 点 作成 的 集合 在 M* 
中 的 内 集 。 我们 有 ,5 满足 强 匀 斯 条 件 当 且 仅 当 1($)U0&(5)==0 
( 原 见 [2j; 本 章 系 4.13 将 给 出 证 明 )， 关 于 双 昌 型 次 造 及 公理 A， 
见 Smale[9] 及 后 来 许多 关于 常 微 系统 结构 稳定 的 文献 , 这 里 暂 
不 重 述 ,但 我 们 想 说 ， 在 阻碍 集 , 双 曲 型 构造 ,公理 A 及 强 义 断 条 
件 这 四 者 中 ,除开 前 面 一 个 至 最 近 [2] 中 才 出 现 外 ,余下 三 个 在 常 
微 系 统 续 构 稳定 性 的 探讨 中 所 起 的 不 同 程度 的 作用 ， 是 早已 为 这 
方面 工作 者 所 熟知 了 的 (例如 [5 一 8])”， 

我 们 建议 研究 阻碍 集 , 暂 可 举 出 下 述 理由 : 

(A) 强 义 断 蕴涵 公理 A. 这 在 [2] 中 已 提 A 刘 过。 在 结构 稳定 
理论 的 历史 壕 程 中 ，Robbin 普 证 明 这 样 一 个 重要 结果 , 即 紧 致 
微分 流 形 上 一 C* 微 折 变换 满足 公理 A 及 强 匀 断 条 件 萄 涵 它 结构 
称 定 ,但 未 能 察 党 到 (迄今 一 般 似 仍 都 未 察觉 到 ,其 中 所 假设 的 两 
个 条 御 中 ,上 后 者 实 列 涵 前 者 这 样 一 个 重要 事实 ( 见 本 章 末 附 记 ). 根 
据 前 面 可 看 出 , 8 在 x € M” 处 满足 匀 断 条 件 怎样 依赖 x 而 变化 ， 
这 将 是 一 个 比较 隐 星 的 问题 ， 因 而 难以 直接 特此 途径 察觉 到 这 事 
实 。 但 我 们 在 本 章 关 于 阻碍 集 的 探讨 的 基础 上 ， 易 在 以 后 一 文中 
给 出 这 事实 的 证 阴 。 这 说 明 限 碍 集 值得 研究 。 

(B) 大 洛 围 分 析 常 微 系统 理论 中 一 个 广泛 的 课 是 是 , 不 但 蛮 
研究 结构 稳定 这 一 方面 , 也 要 和 研究 非 结构 稳定 这 另 一 方面 ,包括 分 
核 理论 以 及 怎样 产生 分 枝 等 。 这 后 一 方面 的 研究 司 前 虽 已 有 开端 
《例如 14])》， 亿 一 C 系统 zx 是 否 满 足 温 久 断 条 件 或 公理 A 等 如 何 


1) 一 几何 式 的 条 件 最 时 为 Smale 所 出 后 在 [5* 第 471 页 ] 中 修改 成 线性 化 的 形 
式 ( 即 本 文 抽 采 月 的 形式 , 见 [2，$ 1]). 

2) 如 问 [2、§11 中 曾经 提 到 这 的 一 样 , 在 这 三 者 中 ， 只 有 强 勾 断然 件 以 前 比较 起 
来 沿 少 注意 * 只 处 于 畏 助 地 位 > 更 没有 独立 地 处 理 过 。 


"1i0» 


芒 翰 * 而 变化 仍 是 一 个 比较 隐 哗 的 问题 ,不 若 采 用 阻碍 集 ( 及 其 可 
能 的 推广 ) 的 办 法 ,因为 这 些 是 M* 中 的 闭 子 集 , 是 几何 实体 ， 由 
是 有 可 能 提供 一 较 有 效 的 途径 和 一 个 较 统一 的 观点 。 但 自然 ， 这 
只 是 一 长 远 设想 ,县 体内 容 的 讨论 将 远 远 不 在 本 章 范围 以 内 . 

作为 这 样 研究 的 一 个 起 点 、 我 们 自然 先 考 虞 一 极端 情况 ， 见 
iS)U O06b(5) 一 0， 但 在 本 章 中 , 我 们 将 较 广 地 讨论 M* 中 任 一 
个 闭 子 集 4， 它 在 (一 oo 和 :< oo)》 下 不 变 ， 且 请 足 AN 《1 
(3)UOs5CS)) 一 0。 为 简便 ，M* 中 这 样 一 个 闭 子 集 将 称 为 5 的 
一 正常 集 ， 我们 于 是 从 阻碍 集 出 发 系统 地 讨论 一 正常 集 4 的 线性 
性 质 ,由 0@， 限制 在 部 分 从 儿 |hA 上 时 本 身 所 具有 的 一 些 性 质 〈《4 
的 一 些 非 线性 质 ,比如 小 扰动 性 质 ， 将 出 现在 以 后 的 文章 中 )。 这 
里 ,我 们 称 之 为 线性 性 质 ,因为 切 从 上 的 变换 群 8,: 儿 一 (一 
co < < co) 是 流 形 M” 上 的 变换 群 bi M" 一 MX 一 co < 之 + 过 
co) 的 整体 线性 化 。 这 样 的 性 质 值 得 讨论 。 一 个 简单 例子 ， 即 有 
名 的 通常 所 指 的 Anosov 系统 可 由 此 看 出 ， 有 较 简 单 的 等 价 条 件 
《 风 $5, 系 5.11), 

最 后 ,我 们 想 说 ,本 文 内 容 的 提纲 式 报 导 已 见 [2] 中 .两 者 并 
合 起 来 看 将 是 方便 的 ， 央 为 【21 中 的 叙述 虽然 简要 ， 但 有 些 氢 述 
证 明 起 来 天长。 本 章 中 不 得 不 拆 开 来 证 。 这 样 , [2] 中 的 定理 B， 
D, E, F，G? 的 证 明 分 别 见 本 章 的 $4, $3 4 及 2, 55，35, $1 中， 
但 [2] 中 的 定理 A? 及 强 匀 断 草 涵 公理 & 这 个 叙述 的 证 明 将 在 以 
后 的 文章 中 给 出 (参见 本 章 末 附 记 )。 本 章 $ 1 关于 樟 集 的 讨论 是 
以 后 进一步 讨论 的 一 个 基础 . 


81. 机 点 集合 


我 们 将 考虑 一 紧 致 度量 空间 互 及 其 上 的 一 单 参数 变换 群 
6, EE, —%<1< cc， 


1) 523 中 的 定理 人 BC， D，S8y。， BE 和 G 分 别 是 本 书 第 三 音 的 定理 ,1，、 
3.2;3.3、3.4,3.5, 3.6 各 4.1， 一 一 编者 注 
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并 给 定 互 上 一 连续 函数 《(x)。 

一 点 x。E EE 将 称 为 9《 一 00 < < oo) 就 “(*) 来 说 的 权 
点 ,如 果 

上 Eee)as > 0 对 所 有 +e (一 cooo)， 

记 兰 为 E 中 所 有 这 些 权 点 作成 的 集合 ， 称 为 6( 一 co 之 + < oo) 
就 《(x) 来 说 的 模 集 。 据 8 一 co 之 + 之 co) 及 5x) 的 连续 
性 ,这 是 E 中 一 闭 子 集 . 

我 们 先 给 几 个 引 理 . 

引 理 1.1 设 互 是 也 中 一 闭 子 集 在 6( 一 co < < 之 co) 下 不 
变 ， 设 互 中 有 一 序列 {x4} 具有 性 质 


[5COLx0D)as 党 对 所 有 re Co at》， 
其 中 下 5- 及 s+ 给 定 (一 co,co)， 且 设 


im yt 一 一 00，iim ytr 一 o0。 
未 -四 


a 
则 HINE =e 0, 

证 因 盯 是 紧 致 度量 空间 E 中 一 闭 子 集 ， 故 {x4} 有 子 序列 
收 全 到 一 点 x,€ 0。 于 是 据 引 理 假 设 以 及 8 一品 < 之 1 之 00) 及 
sx) 的 连续 性 ,我们 有 


人 KeKz?)az 党 对 所 有 5 (一 coo)， 

命 

0.—, inf | SOCxo))as, 
显然 一 co 二 55 过 co。 

对 每 个 并 一 [2，3，-， 可 取 牙 使 

b tO xo) ds < 6+ 3 
命 雹 一 gu(z)， 因 五 在 6 一 oo <+ < co) 下 不 变 , 训 仍 ED. 
x > 
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[ HOKE) ds 一 £0, xo) ds 
5 CO,(x0))ds 一 } (0,(x0) Nd 3 一 


对 所 有 :6 (一 co co)， 据 卫 的 紧 致 性 ，{34} 有 了 于 序列 收 化 到 一 
点 而 6 了 ， 于 是 再 据 6( 一 co < 1 < 00) 及 5x) 的 连续 性 ， 我 
们 就 有 
| 58K))ds 之 0 对 所 有 +e( 一 coyco)， 
故 到 IE ss 0， 证 完 . 
引 理 .2 设 I 是 E 中 一 闭 子 集 ,在 6《 一 oo <+<o0) 下 不 
变 。 设 五 中 有 一 序列 {xt} 共有 性 质 


人 ReCxD24 > ao | EO #1))ds > ai 
其 中 so ft 及 5+ E(《 一 00,00) 给 定 , 且 设 


lim Ti 一 一 20， lim 54+ 一 OO 。 
四 


大 二 四 
则 IN 0. 

证 我们 将 重新 取 五 中 一 序列 的 点 ， 并 得 出 满足 引 理 1.1 中 
要 求 的 不 等 式 。 在 这 里 ， 显 然 可 设 5 一 < 0 A s+ 对 大 一 1，2， 
Dy 


对 每 个 一 1， 2, 3， ek 著 虑 阔 数 
pk 人 一 56CrD)dr te ts sat). 


我 们 将 用 下 面 的 一 些 记 号 : 由 于 gxC?) 在 《%-%+》 上 连续 ， 我 
们 可 取 p;- E《5t-y07， pi+ E€ 《0, S42 G4- € Cpr-> 0), gi+ € 《0, 
Pt+》 及 ri E 《944-s94+> 使 

gaCPri-)™—= inf SC), gpir)™ inf gatt), 


[43 二 + 


gi(G4-)— sup giCt), gC914)™ sup gC), 
ert" ‘to p14> 


gilri) = inf gl), 


te€ <q4 -94> 
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明 最 地 ， gap) 所 0= gC0) 所 gi ) 一 6 gb) 委 0 扫 
CK4) 一 和 gr 所 9， 又 记 
l= ninf gt-), lr- lint, gCPer). 
对 于 我 们 的 目的 来 说 ,《 如 必须 ,可 适当 取 闻 序列) 不妨 设 有 
m= TEACG- 7 到 + 一 lmexCgrt). 
由 于 $lx) 在 紧 致 空间 互 上 连续 ,我 们 有 
sub Ietx)| 一 上 <oco， 
下 面 , 我 们 就 几 个 不 同情 况 来 考虑 。 
(io) 六 一 一 oo 或 贱 一 一 吕 2 先 设 上 一 一 c。 命 4 一 
8w-(zit)。 因 互 在 9 一 00 < 之 1 之 00) 下 不 变 , yi ED， 又 
,soy — | C0) yes 
= BA 区 十 亲 一 giCpi--) 之 0 对 iE€ LEE 94 
其 中 5 一 和- 一 和 -ti 一 一 站 -由 是 
一 大- 之 | COCy1)) ds 一 grit) 一 gaCpr-) 


人 一 giC pi), 
. 且 


ks > | 160,C9) lads > 一 ape)， 
但 二 一 一 c。 故 公 } 中 有 学 序列 {t 使 jim -~ 一 %， 
imzuy 一 co。 于 是 我 们 可 应 用 引 理 1.1 到 序列 {yw} 得 出 INE 


0. 在 六 一 一 co 情况 下 ,我 们 可 类 似 地 验证 这 同样 结论 成 立 。 
(iis》 mm- 一 oo 一 m+。 在 这 情况 下 ， 我 们 也 可 用 与 上 面相 
类 似 的 办 法 得 到 HN 0 《这 时 我 们 取 4 二 9%Cx4)， 太 -一 
Ga — rR Tt = GR+ TE), 
Ciiio) mm 人 一 co， 且 {全} 有 子 序 列 {xi} 
使 得 或 pyy- 衬 上 上 7 5 人 一 1 2，3，… 或 por 所 地 f+ 


{f=1,2,3,.……), 和 用 引 理 11 得 出 HI 个 
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Ea 0。 例如 ， 设 pi- 关 二 5- CG 一 1，2,3，…)， 如 果 m- 一 


c， 我 们 可 车 坊 序 列 {6w (xx)]， {st 一 pr}, {gi — Pi-} 的 
子 序列 。 如 果 m+ 一 co ， 命 PrE Cpr qi+>》 使 EC 在 这 区 河 
i Pt 处 取 极 小 值 , 于 是 可 考虑 {6p4Cx8)}, {si pt}, {gr+ = 
p4} 的 子 序 列 . 


Ciw》{ 相 有 子 序列 {相合 pr- 宇和 且 pur < 土壤 


i 一 1，2，3,.…。 在 这 情况 下 仍 可 如 上 得 出 也 9 兰 关 0， 只 须 取 
然 为 Pr- 及 和 + 中 的 一 个 使 (pi) 一 min{gCpi-)，g《px+)) 并 
考虑 10p.Cx1)}, {53 — pi}， {s+ — pi} 的 子 序列 ， 

《vo) 现在 ， 要 完成 引 理 的 证 明 ， 只 需 证 : 在 一 co 二 上 << 


m_< oo 且 {有 子 序列 {A] 使 pi 所 二 或 左 一 0 过 


i 所 ms < 0 且 {t}) 有 于 序列 { 旭 使 ptt 之 十 坟 :这 两 种 
情况 下 都 有 I 个 首 和 * 9。 我 们 可 考 虞 这 里 前 一 情况 《后 一 情况 
可 类 似 处 吾 )。 不 失 一 般 性 ,可 设 {} 邓 为 { 生 。 命 只 一 
9 Cxi). 于 是 

| toa ~ | "590,r0)as — (e501) es 

之 太一 gxCqt-) 对 于 5 tC 二 

但 jms- 一 一 2 且 Him ga(9#-) 一 和-。 所 以 仍 据 引 理 1.1 有 有 
HIN 0。 引 理 1.2 证 完 。 

从 引 理 1.2 显然 有 

引 理 1.3 设 了 是 E 中 一 闭 于 集 ,在 9,( 一 oo 之 :1 < oo) 下 不 


变 , 且 设 
INE 0, 


则 对 任 给 的 8€ (一 2 ，co)， 存 在 一 对 应 的 数 Ts > 0 使 得 对 尾 
意 航 xe 了 了 T- 委 一 Ts 及 TT, 之 7T。 都 不 能 同时 有 


I 5C90,(x))ds 汪 5 及 eco) 


现在 , 记 
Be {ze E | 误工 | KeCoyd 过 0 且 


im 了 | 5eGo)a < 0), 


了 BE; 一 {: EE | 正二 zx(eCe)yd 之 0 且 


Jim 工人 5eco)a >0}, 


Pr 
dy 


五 一 {xeE | 到 工 | re'co)ur < 且 


lm 1 | (C0,(x))ds > 0 }， 


十 一 中 中 
8 一 人 ee I (8CD)d <<0 对 所 有 te (一 0,00)} 


定理 1.4 设 开 是 互 中 一 亲子 集 , 在 6( 一 co 和 < oo) 下 不 
变 , 且 设 


则 


nNB= 0。 


(i) 五 分 解 成 彼此 互 不 相交 且 都 在 6( 一 co 过: < oo) 下 不 

变 的 子 集 
的 集合 和 ?， 
1) 对 侦 地 说 ， 五 是 9 一 co<i<co) 就 函数 一 A(x) 来 说 的 档 集 . 


2) 根据 这 结论 (i)、 易 看 出 这 里 的 集合 开 nE_， 刀 niE+ 与 TNE 与 [2, 定理 


G] 中 所 捐 的 一 致 ,虽然 这 里 的 B_，E;， 定 与 咎 处 所 定义 的 一 般 不 一 定 相同 . 
事实 上 , 若 记 


Ee 一 fs E | 亚太 EBA x))ds<0 且 iim EOCx dr 中 ， 
Ey 一 人 re | 总 上 EC x))ds>0 下 五 四 [ eC9(x ds<o), 
Ee — {se ef sce.csyareo lm C0s))ds<o) 
( 右 端的 集合 正 是 [2，54] 中 所 考 虚 的 ), 易 看 出 B.CEe， ECE4, 家 CE 
~ an 
由 是 从 这 里 (i) 可 得 也 一 如 PE_UE+UBED)CEnCE2UE94UEOCZ， 又 
EE4 与 8? 彼此 互 不 相交 故 必 有 
INE. = HNEINE, 一 下，TnE -NR, 


~ 
HME., NINE,, INE 
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Kii) RnE_ 及 mn， 部 是 中 的 闭 子 系 ，HnG 互 是 也 
中 的 开 子 集 . 


(ii 五 二 是 工 中 一 闭 子 集 , 包 含 在 JNE 内 且 每 一 包含 
在 HNE 内 的 轨 线 {9,(x)|1e (一 co，co)} 都 必须 与 nN 相 
交 , 其 交集 在 开 中 闭 . 

(iv) 存在 常数 én 三 0 及 全 5 > 0 使 得 

ZCO,(x))at 二 En 对 所 有 xeEnE 及 TT> 他, (11) 


上 EC6.(x))dz > 一 an 对 所 有 x ENNE+ 及 Ti， 
| (1.2) 
50)ar < én 对 所 有 # EN 及 
Gs, T) € €0,00) x (Fos) UC—00,0) 
Xx《 一 co ,一 个 r)。 
证 


(C1.3) 
任 给 一 数 ? 二 0。 命 了 ,给 出 同 引 理 1.3 中 ,于 是 洒 任 一 
x*e 了 ， 我 们 不 能 同时 有 这 样 的 两 个 不 等 式 , 即 


Ts Ty 
| 50,(x))ds 宇 8 及 { E02) ds > 1。 
任 给 #*€E， 考 虑 下 面 的 双 侧 数 序列 


ER &_2C£), £1Cx), E(x), S12)> £2C£), CU C1.4) 
其 中 
有 (二 一 | 5C6C3))d 


到 | eeu_orxCz))4 


~—— | 0.06) 


Fv 5CO04rsCE)) ds > 6, 
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旭 必 有 sir(x) 二 5 二 一 8。 同样 可 看 出 在 (1.4) 中 ， 若 有 某 一 
54(#) 守则 后 (人 > 一 8 > 38。 所 以 对 于 有 只 有 下 述 三 种 
情况 可 能 发 生 , 即 

C14) EiCX) > 一 5 对 太一 0， 士 1， 士 2， 士 3，……，) 

《1-》 SCzE) < 3 对 大 一 0， 土 1， 士 2， 土 3、，……， 

GY 存在 一 总 使 得 号 ( 玉 三 5 且 有 (2) 之 8 对 所 有 大 > 
Ros Eat¥) > —6 对 所 有 < 

但 stx) 在 互 上 有 界 Csup lax)| 二 00)， 于 是 结合 (11)， 
(1-) 及 《1 我 们 就 看 出 , 卫 中 任 一 点 ze Et，E- 或 下 按 z 满 
是 (1,)，(1_) 或 1) 而 定 。 这 给 出 了 一 HnCE_UE,UE)， 
从 EE-，E; 及 五 的 定义 易 看 出 EnE_，HnE， 及 NN 彼此 
不 相交 且 都 在 6.( 一 co < : < oo) 下 不 变 ， 这 给 出 (i)。 据 变换 
群 6( 一 oo 过 + < oo) 的 连续 性 及 x 《NE 的 特征 性 质 C1,) 
即 看 出 INE, 在 中 闲 。 同样 可 看 出 RnE_ 在 下 中岳， 因而 
nNE 在 了 中 开 . 这 给 出 (ii)， 

8 从 定义 显然 是 中 一 闭 子 集 ， 因 而 8N# 在 中 闭 ， 据 


(C14) 及 (1.), INANCE_UE,) 一 0, 因而 nacaznE 车 
x EnN 介 E， 则 据 (1)， 对 于 (一品 ,00》 上 的 连续 函数 

AD) ~ | (0,2))as 
我 们 有 Himg(p 一 一 % 一 im g(o0， 由 是 g(#) 必 在 一 :一笑 处 
取 极 大 值 , 即 6 (Ce eh 


着 x*eEnnéCCnnE)， 则 据 (9) 显然 有 54(x) < 8 对 人 
2, 且 > -5 对 < 魏 一 2。 所 以 据 5(x) 在 E 上 的 有 界 性 我 们 
可 取 一 全  T， 使 (1.3) 成 立 对 于 6 一 6/2， 借助 于 (1;) 及 
(1-), 显 然 全 5 还 可 如 是 取 ， 使 得 (1.1) 及 (1 2) 也 都 对 于 这 Eu 成 
立 ， 若 x EINE， 则 据 (1.3), 雪线 {9.(x)1l1E (一 2，c0)) 与 
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的 交集 必 己 轨 统 {8,(x) lt€ 《一 全 i, 个》}; 于 是 因 庆 在 E 中 闭 ， 
这 交集 在 互 中 闭 .， 定理 证 完 . 
系 1.5 设 也 是 互 中 一 闭 子 集 ， 在 8 一 o 二 :< oo) 下 不 
变 , 又 设 
nNB— 0。 
命 个" 同上 定理 中 , 则 及 Cx) 都 《PR 蕴涵 [tl| < 企 ,; 


特别 地 ,INB 不 含有 6( 一 oo < < oo) 的 休止 点 和 周期 轨 
. 道 . 


证 直接 用 《1.3) 式 可 看 出 这 系 的 前 半 结 论 成 立 ， nME 不 
为 否则 这 胃 道 上 必 有 点 xo E 人 有 ( 据 定理 1.4-(iii))， 且 可 取 数 
;之 全 i 使 由 (xz) 一 ze， 但 这 与 前 半 结 论 矛 盾 。 证 完 . 

对 EC( 它 是 紧 致 度量 空间 ) 中 的 任意 于 集 4 及 B8, 记 v《4, 8) 
为 所 有 使 UCA,e)B 的 8 构成 的 实数 集 的 下 确 界 , 其 中 ZK4,s) 
表 4 的 8- 邻 域 Ce > 0)， 

命题 1.6 设 瑟 是 互 中 一 闭 子 集 , 在 6 一 co < 二 00) 下 不 
变 , 且 设 

nNE= 0, 


则 HINE 中 任 一 轨 线 {0,(x) lt:e 《一 0,c0)} 的 w- 极限 集合 包 


含 在 上 5- 内 ,而 它 的 a- 极限 集合 包含 在 E 内 .另外 ， 若 下 是 . 
了 中 一 闭 子 集 使 FE. 二 0， 好 


lm HNE-., 9(F)) 一 0; (1.5) 
若 了 是 卫 中 一 闭 子 集 使 FNNE_ 一 0， 则 
lim vy(HNE:, 0(F))— 0。 (1.6) 


证 据 定理 1.4-(iii) 及 (iv)，nnE 中 一 轨 线 {p(x)|ie 
(一 oo，co)} 至 少 与 总 相交 于 一 点 x 一 0,(x)， 且 对 于 这 点 xz， 
(1.3) 成 立 , 所 以 , 若 地 是 这 轨 线 的 一 o- 极限 点 , 则 据 68( 一 oo < 
<co) 及 5Cx) 的 连续 性 , 必 有 


9 


上 5(0,w(X))az 所 én 对 所 有 1E( 一 2,00) 及 工 宇 个 i， 


于 是 仍 握 定 理 1.4-(i) 及 {iv), * 必 EH 人 NE.， 
设 F 是 二 中 一 闭 子 集 使 FN EE; 一 0. 在 三 中 任 取 卫 站 五 - 的 
一 2- 邻 域 ZE E)， 我 们 说 ,存在 T。 > 0 使 得 
OFYICU (HME ,Wt T,, 
事实 上 , 设 相反 地 ,对 每 一 二 1,， 2，3，**-， 和 寿 在 点 xi EF 及 
之 多 使 : 
Or) ET— UNNE.,e). 
因 F 及 开 紧 至, 不 妨 设 {x4} 及 {9u《x4)} 部 是 收 化 序列, 分别 收 
全 到 
ro€EP 及 weEN— UNE.,0). 
据 定理 1.4-《iii)， 对 每 一 不 部 有 EC( 一 9 ，c0) 使 (xz) € 
五 人 MB。 但 序列 {54} 有 上 界 < co, 因为 ,否则 从 6( 一 oo < 一 
co) 及 L(x) 的 连续 性 并 据 定 理 1.4-( 及 Gv)， 我 们 易 看 出 


上 5(9,m(xo))dt 之 一 如 对 所 有 se( 一 0,00) 及 工 守 全 ， 


从 而 ww€ E4， 与 所 设 忆 IEB+ 一 0 证 盾 . 但 之。 所 以 仍 据 
9 一 <1 之 0) 及 it{x) 的 连续 性 并 用 定理 1.4- (i) 及 (iv)， 
我 们 也 可 类 似 地 看 出 x%€ 人 N 作 E_。 但 这 又 与 如 不 EU(HNE.， 
ea) 蔬 盾 。 这 证 明 我 们 的 旷 语 ， 从 这 汤 语 即 得 出 《1.5)。 命 题 中 余 
下 部 分 可 类 似 地 证 ， 

系 1.7 设 二 是 E 中 一 闭 子 集 , 在 9( 一 0 二: 二 00) 下 不 
变 , 且 设 

nNiE= 0, 

则 6K 一 吕 和:<co) 限制 在 了 上 时 的 非 游荡 集 CHN(CE-U 
E.,), 

证 设 x#E 了 蚌 这 样 一 非 游荡 点 。 则 五 中 有 序列 {x4} 及 一 
数 序 列 {nx} 满足 要 求 


lmxt = = lmO Cx), mm 一 co。 
名 [i 上 元 


-ia0e. 


但 如 果 ze TNE， 则 因 FNB 在 区 中 开 ， 不 妒 设 x e INE， 


一 1， 2，3，- . …,， 由 是 这 些 x 及 构成 卫 中 一 闭 子 集 CIME， 
从 命题 16 易 看 出 、 若 imxt —* 有 ka 一 o， 则 不 能 有 
limon(Czt) 一 *, 这 给 出 系 1.7。 

定理 14 结 论 (iii) 中 说 , 每 一 包含 在 INE 内 的 轨 线 
{9.(x)1re (一 oO，co0)} 都 与 In 在 相交 ， 但 自然 可 能 有 许多 交 
点 .下 面 定理 简化 这 个 事实 。 

定理 1.8 没 工 是 E 中 一 闭 子 集 ,; 在 一 co 二 上 < 一 oo) 下 不 
变 , 又 设 

Nz= 0。 


则 互 中 有 一 闭 子 集 E* 包含 在 内 , 它 作成 (一 co 过 1 < oo) 


在 INE 上 的 一 城 痕 , 即 ， 每 一 包含 在 RnE 内 的 轨 线 {9,(x)| 
z 《一 cooo)} 都 与 II* 恰 相 交 于 一 点 ， 且 由 Olt,x) — 0,(x), 
(4,x) EE (一 0,00) Xx H*， 给 出 一 括 扑 变换 

日 《一 coy co) x I*—> nNB. 


证 对 任 一 xENNnE, 记 B, 一 EN{0,(z) te (—c0,00)}. 

我 们 说 ， 对 每 一 xe TN 可 取 瑟 的 一 闭 子 集 F。 满足 下 述 
要 求 《io) 一 (Ciiio); 

(io) 下。 包含 x 习 包含 在 IN 五 内 ; 

(iis) 每 一 与 ,相交 的 轨 线 {6,(y)|1re( 一 co co)} 与 下， 
怡 只 相交 于 一 点 ; 

人 iiit) 记 Cs 一 U ,, 1!。 为 C: 相对 于 本 T 几 大 来 说 的 内 集 ， 
则 霹 包含 在 1 内. ~、 本 
事实 上 , 因 NN 紧 敌 ，CHnNza 且 0NE 是 I 的 开 子 集 ,不 含 
有 6( 一 co 之 + < 一 co) 的 休止 点 和 周期 轨道 ， 故 据 [3, 第 五 章 ， 
§ 21 中 的 论述 ,可 取 工 中 一 闭 子 集 F, 满足 (i6》 且 是 一 管状 集 

{0 re (—T,, Ts), ye UCx, 6)} 
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的 截 靖 对 某 数 了 ,> 9， 其 中 D(x，6) 表 * 在 们 中 的 一 5- 邻 域 
U(xr,8) 的 闭 包 ,6 > 0; 进一步 ,从 8:( 一 09 二 二 oo) 的 连续 
性 并 应 用 命题 1.6, 我 们 可 设 8 如 此 小 使 得 (iis》 成 立 。 又 EB. 包 
会 在 了 的 开 子 集 

{0.{y) 1: Ee (—00, 00), y EUCzx, 5)} 
内 ,而 后 者 与 喜 的 交集 ， 据 截 痕 的 性 质 ( 见 [3， 第 五 章 ,，$ 21), 叉 
包含 在 C。 内 。 让 (iiit) 也 成 立 。 

对 任 给 的 一 rE NN, 记 4 一 {0.(y) 1€ (一 00,00),y€ 
F.}， 于 是 所 (iw) 及 系 15, 对 每 一 y& 4,。 怡 凑 唯 一 的 让 x,y》 
(一 0,c0) 使 

Orer, ny) € FP,. 
我 们 说 以 x,y) 对 yt 4 连续。 事实 上 :; 若 {yx} 是 4。 中 一 序 
列 收 令 到 一 点 y€ 4 ， 则 这 些 y 及 yo 构成 卫 中 一 闭 子 集 F 使 
FN(E_UE;,) 一 0。 又 了 ,是 本 中 一 闭 子 集 , 它 与 五 -UE+ 的 中 
离 > 0。 所 以 应 用 命题 1.6 中 的 航 限 式 (1.5) 及 (1.6) 我 们 可 看 
己 {x,y4)} 是 一 有 界 序列 。 于 是 从 6 一 co 二: 过 oo) 的 连续 
往 ，F， 的 紧 致 性 以 及 (io)， 必 有 lim (x,y4》 一 x，yo)。 这 证 
明 式 xyy) 对 ye 4。 的 连续 性 。 进一步, 若 置 
fy) 一 Dis E Fs 

则 f(y) 对 ye 4 连续。 类 似 论据 也 给 出 ，4. 是 INE 中 一 
亲子 集 . 加 

但 C6, 一 A,N(NNE) 对 xe INE, 而 开 nhEcEn 二 ， 故 
从 IN 的 紧 致 性 ，C。 也 紧 致 。 于 是 从 f 的 连续 性 及 (iiis)， 
我 们 可 取 F， 中 一 包含 * 的 子 集 G-， 它 在 ,中 开 , 且 使 得 

1 二 集合 D. 一 UU 56. 


易 看 出 D。 是 TI 二 中 一 开 子 集 总。 进一步 用 与 上 段 相 类 似 
的 论 声 还 可 看 出 ,集合 
{89,.Cy) lr € (—00,00), ye nNé Tl D.,} 
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也 在 了 INE 中 闲 ;, 从 而 B8, 一 {9,1té (一 0, ooj， 9éb.} 一 


{e:(y)1zE(K 一 coycco)，yeG 在 荆门 五 中 开 . 
现在 ,所 有 了 .，xre HN 站 A， 作成 HIN 的 一 开 覆 盖 . 但 nn 
£ 紧 笋 。 故 可 了 到 有 限 个 数 的 点 Klis N29 “3 Xp enns 使 


nNé= UJ DD,,. 


不 lo2 perp 
是 Px 上 一 应 续 函 数 取信 恒 之 10， 而 dity) 一 0 当 且 仅 尖 
ye F。 一 G.。 我 们 于 是 定义 0NE 上 一 函数 


dif se CY) € A, 
gr Cy) -|{ St yD : + 一 
0 y EINE— A 


因 INEB 一 4. 及 8B。 都 是 INE 中 的 开 子 集 , 从 f(y) 在 
-4.， 上 的 连续 性 可 看 由 gi(y) 在 了 IN 8 上 连续 。 置 


gy) 一 D>) gily), y€ am。 
k=1 


这 是 In 五 上 一 连续 函数 , 它 恒 农 值 > 0 因 
mn 一 5 ,Ba 


二 四 1o2 
我 们 还 可 扩充 4,， 上 的 连续 函数 -a y) 到 INE 上 一 函数 
式 xiyy7 消 足 Cxisy) =—= 0 对 y€ fnNE 和 4 于 是 Krisy) gy) 
对 yE INE 也 连续 。 
现在 为 方便 , 写 6(1,y) 一 9.(y)， 定 义 


f(y)—8 (二 Em 7) gi1C7), 路 ye InE， 


灭 一 1 


1) 当 Fx4 一 Gxt 二 0 时， diky) 定义 作 1。 


> 183 。 


这 给 出 一 映射 f: INE 一 TnE， 命 0* = InE)。 因 对 每 


— yé HNE, 


1(0:(7)) ~ 0 (oh Sp (2)), 60.67)) 


go, a k=1 


ea 2 de. 0.(y)) 
二 1 


人 ai Gray) — ery), .bn) ) 


二 
一 人 xisy) ECY) 一 7 0.Cy)) 


1 
mm 从 之 xisy) gCY), y) 一 fly), 
故 每 一 包含 在 开间 E 内 的 轨 线 {9(GD1rE( 一 co，co)} 与 了 栓 
相交 于 一 点 。 又 每 一 这 样 的 轨 线 都 与 I 相交 ,， 故 8* 也 一 
长 下 后 站 )。 由 是 从 HN 6 的 紧 致 性 及 了 于 的 连续 性 ，U* 感 致 ， 进 
一 步 应 用 系 1.5 及 命题 1.6 等 ， 妈 看 出 定理 叙述 中 所 给 藤 上 映射 9 
是 一 拓扑 变换 。 定 理 证 完 . 
系 19 设 卫 是 王 中 一 财 子 集 ， 在 6 一 oo 二 12< co) 下 不 
变 。 又 设 
nN = 0。 
命 I” 是 中 一 闭 子 集 ， 它 作成 En 的 一 截 褒 如 定理 1.8 中 ， 
则 存在 常数 路 二 0 及 上 妨 之 0 使 得 
尖 Tn 对 所 有 x€ NE_ 及 了 T 守 二， 
| CO <{_ Ta 对 所 有 xE NE 及 了 < 二 一心， 
的 了 9 可 对 所 有 xEITYDP0O 及 了 站 
) de | 对 所 有 xEn*,s 志 0 及 了 T 才 一 入 
证 ” 振 上 述 定 理 ， 每 一 xE DN 可 玲 一 地 家 示 成 x 一 
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9, .Xf(x)), 其 中 x) € 2* 及 z(x) EE 《一 %,00), 它 们 都 对 x 连续. 
于 是 据 站 到 的 紧 致 性 ,s(x) 在 HN 上 有 界 . 又 KIN#&) 一 
H*,， 且 (x) 也 在 五 上 有 界 。 结合 这 些 以 及 定理 1.4- (iv)， 就 
看 出 存在 常数 5 及 元 ，6n 守 # 过 0, 0 二 个 | 雪 工 ， 使 得 对 大 一 
[2 3 ee 


Te Nd < hs 对 x€E INE., 


娄 
0 


二 


[- {7 C0 (x) dt < Ra 对 x€ INE,, 
传 gee(D)a 和 < 旭 对 zem 及 >0， 


CN 对 xeme 及 <0. 


从 这 些 不 等 式 及 5(x) 在 互 上 的 有 界 性 易 看 出 满足 系 中 所 述 诸 求 
的 串 及 嫩 的 存在 .证 完 ， 


$2. 阻 碍 集 05(5) 


现在 ， 设 村 ”为 一 + 维 紧 致 的 C”Riemann 流 形 ，# 之 2， 
其 上 有 一 C! 常 微 系统 S$， 于 是 , 5 在 M*" 上 ,在 M*” 的 切 空 间 丛 
客 上 ,以 及 在 8 的 共 罗 从 胃 上 ,分别 导 出 单 参数 变换 群 

hi: M*—> M”, 一 co <1< co， 
0: FC GC, —00 过 1 之 00， 
hh: DB, <!1< "0, 
关于 共 示 从 等 的 定义 见 [1, 2]。 这 样 一 些 记号 如 标 架 从 多 Y 忆 
SC bi 人 一 1 2， ， 们 3 所 有 常 点 作成 的 集合 M， 单 
NF > Fi NF FF, OAH 
从 投射 9; 名 一 M” 及 p 力 一 邓 了 酉 射 prok; U1 一 安 ， 上 一 
1，2，…… 有 及 
Gr) 对 rE M*", HB, = po '(x) 对 x€ M, 
等 等 同 [1, $ 1] 中 ,本 章 将 一 直 沿 用 ， 
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由 于 ,将 多 在 任 一 x€ M 处 的 纤维 锚 , 线性 变换 至 多 tz， 

上 ,我 们 可 定义 男 一 单 参 数 变 换 群 
VT: SH, LIAL 

如 下 : 

任 给 一 #€ 妇 .，xE€ 计 ， 记 包 w# 为 多, 中 所 有 与 # 正 交 的 
切 向 量 作成 的 子 线 性 空间 、 则 由 (图 w)》 是 多 sw, 中 一 子 线性 空 
间 。 故 存在 唯一 的 #4.& 急 owy、 它 与 册 ( 久 4) 正 交 ， 并 日 使 得 
CW) 一 wu € (图 xz， 于 是 命 到 Ca) 一 or。 

我 们 须 验 证 , 这 样 定义 的 亚 : 鲍 一 锣 ( 一 o < < co) 的 
确 作 成 一 单 参数 变换 群 ， 为 后 面 方便 ， 我 们 将 以 下 述 方式 进行 验 
证 ; 考虑 对 "上 的 正 交 二 标 架 从 .多 。 上 的 单 参数 变换 群 XN( 一 % 
< 上 < oo) 及 映射 proj,: 多 一 禄 。 显然 proj,( 久 F,) 一 14 
EGE1llal| 二 00; 并 且 proj,X《7) 二 projsXAY') 如 果 brojsy 一 
brojsy” 对 于 7， YY & .,。 收 若 对 于 weE 客 ,，xrE M"， 置 

gu) 一 i E CF pus) # = proj,(7), 


0€ GE on 对 # = 0€ eG, 
则 到 (xz) 由 (2,x》 淮 一 地 确定 , 且 ni(z) 一 wx， 且 于 于 区 一 
(wy)， 又 proj.8。 一 祝 是 开 上 映射 ; 且 若 命 XCi, 7Y) 一 XY) 
及 是 (Pa 一 三 Ka) 则 交换 性 硅 图 卖 


《一 coyoo)y X 多， LP (00,00) x CG 


| | 到 
Prajy 


Fs — > 人 纤 . 
中 成 立 。 由 是 可 看 出 于" 连续 ， 这 样 ,我 们 就 有 单 仿 数 变换 群 
Pp: CFE EF, ZI 
现在 ， 钞 CC 鄙 ， 且 易 看 出 由 一 好 (n)éE 多 对 w€ 多 . 
所 以 
V, 一 区 | WB, D+ DG, Ot 
是 一 单 参数 变换 群 , 如 所 要 证 。 
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对 一 ,(xse M) 中 任 一 子 线性 空间 工 ， 我 们 也 将 用 记号 区 

表示 锚 。 中 如 下 所 述 的 子 线性 空间 , 即 
二 {n€ 名 ,1(nyw》 一 0 对 所 有 zeE 工 }， 

显然 名 ( 久 ,) 一 多 ,os 对 任 一 rE M.。 开 ， 一 般 不 是 静 的 
纤维 氏 . 及 多 siny 河 的 线性 变换 。 但 我 们 有 有 

命题 21 对 任 一 ze 秦 ， 下 ， 将 静 的 纤维 多 中 每 一 于 线 
性 空间 映 满 多 ws, 中 一 子 线性 空间 , 保持 维 数 不 变 ; 事 赤 上 , 若 
为 多 ,中 一 子 线 性 空间 , 则 多 (L) 一 @@4( 轩 1). 

证 对 任 一 ve 多,, 易 看 出 册 ( 鱼 4) 一 国 @(x)， 任 给 多， 
巾 一 子 线性 空间 工 。 则 多 ws 的 子 线性 空间 

(EL) 一 4( NN (B4)) = 站 BE DLL), 


weL., 
记 工 一 名 V.( 多 LL)， 于 其 
(LL)CL, 
同样 可 证 
¥_(L ICOBL BL) = LIL, 
或 LCWCL). 收工 一 由 (人 ( 工 )。 易 看 出 dim vw( 思 LL) 一 1 一 
1 一 dimz， 由 是 dimL 一 dimL。 命 题 得 证 . 

记 贸 * 为 多 在 客 中 的 闭 包 . 有 明显 地 ,多 因而 纪 * 在 于 (一 % 
< < 到 co) 下 不 变 , 用 是 静 上 钓 单 参数 变换 群 和 (一 2 雪上 oo ) 
可 唯一 地 扩充 至 饮 *” 上 一 单 参数 变换 群 , 肥 

¥, 一 ,| BZ*: D> B+, 0 <! 0. 
我 们 有 ,ow) 一 ao 中 (az) 对 任 一 < 2 到 

命题 2.2 任 给 ve 殉 * 及 4 名 福 足 z(4) 一 ol#z)， 则 

(i) ru€ WB* HBru) = ry,(#) 对 rE (—00,00). 

(i) 车 # 一 w 与 4 正 交 , 则 BW) 一 团 (w) 与 于 (x) 正 交 ， 
i < OA., 

(iii) 若 # 及 WEB 目 # 一 weE Bu 则 $A) Yn) 
WE) A) SpA 
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证 从 静 * 及 可 (一 oo < < 一 oo) 的 定义 易 看 出 《i) 成 立 
《参照 [1, 命题 1.11). 

若 lj 一 0, 《 坟 ) 显然 成 立 . 设 llal 关 0。 可取 M "在 cfx) 
处 正规 #- 标 架 使 proj,《(8) 一 x。 于 是 Ba) 二 wi 十 proj,X(8) 
一 xi 十 到 (rz)， 其 中 wi 工 , 而 工 ， 表 由 projiXCp), 一 1， 
2，"…，# 一 1， 所 张 的 在 CE oan 中 的 子 线性 空间 ， 于 是 ， 若 
uu a— EL MO EL SDA) Blu) + BW) = (w+ 
Dw)) + 三 (wn), 而 罗 (#) 与 大 十 天 ) 正 交 , 且 | 严 (Cz)| 朱 
[1@.《z 首 。 这 给 出 (ii), 

类 亿 地 可 证 (iii). 

我 们 将 考虑 M*” 的 单位 切 球 从 嘻 一 {ee 贸 | 一 1) 及 

B= DNGE., 
显然 咏 是 紧 致 集 握 哎 *。 对 任 一 《pzx)e( 一 c2，co) X 路， 我 
们 有 lz 人 (sx 放送 0 于 是 置 

后 Ce 

kr 
所 命题 2.2-(i) 易 看 出 这 给 出 一 单 参数 变换 群 

省 ,: 吕 ~ 哆 ,一 co < 一 oo， 

且 刻 在 名 《一 2 和 :< %) 下 不 变 . 

我 们 也 可 循 下 述 方式 看 出 省,( 一 co < 之 1 之 co ) 作为 一 单 参 数 
变换 群 访 需 具备 的 性 质 ， 即 若 考虑 M" 的 正规 入 标 架 从 多 * 
CC 多 。 上 及 多 ?上 的 单 参数 变换 群 KX( 一 00 之 1 过 9)， 则 

proj .多 上 上 一 吹 ， 


且 交 抑 性 在 图 表 


村 
Xs 
FF 


| mw | rs 
名 记 - 
中 成 立 。 又 多 # 紧 致 这样, 我 们 易 得 出 音 (ze)》 一 wx 对 2 人 哆 ， 
宣 ,一 市 和 以 及 宣 (xz)》 对 《px) 的 连续 性 ， 
188 ， 


由 于 刻 在 总 (一 oo < < co) 下 不 变 , 限制 秒 在 沥 上 仍 记 
作 多 ， 即 得 一 单 参数 变换 群 
VS 一 o < 一 oo， 
我 们 夺 mola) 一 o8,(wn) 对 任 一 w& 咏 . 
重要 的 是 尔 上 的 一 函数 %(w)， 它 的 定义 如 下 ,好 ， 任 取 Y€ 
入 4# 使 proj, 7 一 wn， 并 置 
dln) 一 wl?), 
其 中 
wr) = Projs XY) 
dz t= 
给 出 同 [1，$1] 中 ，5(z) 的 定义 与 使 proj, 7 一 wy 的 YE 
的 选取 无 关 。 这 是 因为 ; 若 Y 及 7 € 多 #， 则 projsy 一 projsY 沪 
肖 projaXA(Y) 一 proj,X,《Y') 对 所 有 reE( 一 co oo) 
对 x6 饭 ， 任 取 ye .多 # 使 projsy 一 w。 内 
如 (本 (2)) 一 SECprojsr)) 一 QCprojsXsCy7) 
= wa XECY)), HB proj,X(7) = T(r), 
改 据 [1, 命题 1.2 及 1.3] 我 们 有 
命题 2.3 él(n) 是 六 上 连续 且 有 界 的 函数 ,并 且 


log fp) 一 | oC) a 对 任 一 (1x) (一 0,%) x 咏 ， 


定义 ” 合 Tob(5) 表 犀 上 单 参数 变换 群 放 ( 一 ce 之 1: 之 00) 
就 图 数 (wn) 来 涪 的 权 集 。Tob(5》 在 从 投射 o: 如 一 M" 下 的 
像 集 okTob(5)) 将 叫 作 常 微 系统 $ 的 阻碍 集 ,并 记 
Ob{S$) 一 oTobt Ss)). 
按照 $1 中 所 述 ,我 们 有 


Tob(S) 一 {ne 多 | ent, ' (ds > of. 
帮 据 命题 2.3 及 2.2, 还 有 
O55) 一 {xE€ M"| 存在 xe 完 。 几 号 * 满足 int Cs) 
= lull > 0}, 
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因 密 紧 致 ，Tot(3) 是 益 的 闭 子 焦 ( 看 1 而 c: 光一 MM" 
连续 ,所 以 
命题 24 O06&(3) 是 M” 的 一 闭 子 集 、 
记 的 8)》 为 § 所 有 奇 点 作成 的 集合 (在 MM” 中) 的 内 集 。 据 
芒 的 定义 及 命题 2.2 等 易 验 证 : 汤 是 多 作 光 在 留 内 的 闭 包 ,上 且 
ObCSICAB) = M' ~— 15), 
对 M* 中 年 一 个 在 pA 一 2 < < co) 下 不 变 的 性子 集 4， 
我 们 将 普遍 记 
IC4) 一 {nt Dlolr) € A}, 
这 是 多 中 一 闭 于 集 ,在 各 ( 一 co < < co) 下 不 变 ， 下 面 叙述 明 
显 地 成 立 ， : 
命题 25 设 A 是 M" 中 一 闭 子 集 , 在 dt 人 一 co <<1 所 %) 
下 不 变 ， 则 AN OMX5) 一 0 当 且 仅 当 
nCA)N ToBbCS) = 0. 
记 
1 


1 -- f 
记 - 一 fe |im sse < 0 县 


一 -一 t 
Em 二 | BN) ds < 中 
ii -中 J 


lm 1 | gx))ds> 0 且 


tm 
下 


C( 生 (ed > 中 ， 


1 J0 


Bfreg | ta <0 且 
于 -四 
1 


二 | Bu))ds > 0), 
| 


f=-r 


定理 2.6 设 4 是 M” 中 一 闭 子 集 , 在 由 [一 co <1 < co) 
下 不 变 , 且 设 
ANMNOB2S) = 0, 
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由 

{i) EC4) 分 解 成 彼此 互 不 相安 且 都 在 太 ( 一 co 之 1 < >) 
下 不 变 的 子 集 

HA HAND, H(A) = HCN)NG,, TO = 
1() 多 的 集合 和 . 

Qi) 了 4) 及 I+C4) 都 是 HCA) 的 亲子 集 ，H(A) 是 (A) 
是 开 子 集 。 


《iii) fC4) 中 有 一 团子 集 I*(4) 作成 (4) 的 一 截 痕 ， 其 
由 下 (tz) 一 赣 (fa) 对 (r seE( 一 coyoo) X EC4) 给 出 一 个 陕 


满 ICA) 的 拓扑 变换 辐 
V, 〔 一 coyco) x I*(A)— H(A) 


《由 是 显然 每 一 包含 在 U4) 内 的 轨 线 { 镍 (x)|ie (一 吕 ，o0)} 
都 与 8*C4) 恰 相 交 于 一 点 ，I*(CA)C HC4))。 


(iv》 任 给 HC4) 中 一 闭 于 集 RCDCAYUNC4), 则 对 D(A) 
中 每 一 开 子 集 V 必 1_(A)， 存 在 一 对 应 的 数 Ty > 0 使 
备 CF)CV 对 所 有 1 之 Ti. 
任 给 IC4) 中 一 闲 子 集 F'CICA)U AC4)， 则 对 TC4) 中 每 
一 开 子 集 玉 必 TEA(A)， 丰 在 一 对 应 的 铬 Tw 二 0 使 
下 (巨人 CC 全 对 所 有 :所 Th. 
(v) 存在 常数 办 <0 及 四 > 0 使 得 
A Tny 对 所 有 xeD_-(C4) 及 工 守 di， 
| A < {7 ,对 所 有 we (A) 及 过 一 di 
和 对 所 有 we DA A),s > 0 及 T > d,， 
[ SP, 1) a <{_ Tny 对 所 有 ww mA),s < <0RT Sad. 
证 ”从 定理 候 设 ,我 们 先 有 : (A) 是 多 中 一 闭 子 集 在 负 
(一 oo 过 1 <co) 下 不 变 , 且 TA) 站 To&(4) 一 0， 于 是 直接 应 用 
前 节 中 的 结果 到 紧 致 可 度量 的 空间 必 , 其 上 的 单 参数 变换 群 人 
(一 ce 一: < oo) 及 连续 函数 6(#), 以 及 孵 中 的 闭 子 集 CA), 即 
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得 到 这 定理 中 各 项 结论 。 事 实 上 ,这 里 《〈《i) 及 (ii) 可 从 定理 1.4 
得 到 ;这 里 (iii) 及 (v》 可 从 定理 1.8 及 系 1.9 得 到 ， 这 里 《iv 7 
可 由 命题 1.6 推出 

定理 2.6 对 于 我 们 将 来 的 讨论 是 十 分 基本 的 。 以 后 ， 对 于 满 
足 这 定理 假设 的 4， 我 们 将 取 定 0*(4)，ms，da 满足 这 定理 结 
论 中 所 述 的 要 求 . 


$3. 奇 点 


我 们 先 处 理 关 于 奇 点 的 一 基本 事实 , 即 
定理 3.1 设 知 是 3 的 一 奇 点 。 则 mm 不 E 民 SUO5GS) 当 目 
仅 当 和 是 3 的 一 双 曲 奇 点 3。 
证 取 M” 绕 %% 处 的 一 C” 型 局 部 坐标 系 
H:G 一 M”, 
其 中 GG 是 # 维 欧 民 空 间 E” 中 一 开 子 集 , 包 含 原点 9, 且 H(0) 二 
x%。$ 局 限 在 这 上 华 标 系 上 将 表 成 一 常人 微分 方程 组 
d 
ae 
其 中 C 是 一 » 阶 方 了 潮 ，fly) € E” 连续 地 可 微 ( 关 5 是 M” 上 一 
C1 系统 ), 且 Jacobi 方 阵 


BE 
By lo 
我 们 还 可 设 C 具 有 分 块 形式 
CC. 0 0 
-| C+ 中 
.0 0 CcC' 


其 中 C_- 及 C+ 分 别 为 p- 及 p+ 阶 正则 方 阵 , 前 者 所 有 特征 根 
的 实 部 都 二 0, 后 者 所 有 特征 根 的 实 部 都 > 0, 而 C 所 有 特征 根 


1) 如 通常 ,5 的 一 奇 点 zo 作 双 曲 的 ， 如 果 5 在 z 处 的 Jacobi 为 阵 押 有 特征 椒 
的 实 部 者 所 0， 
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实 部 都 一 0， 命 式 bp)，56《 一 cco) 为 线性 方程 组 


Yo yc, ye EB: (3.1) 
dz 
的 解 使 兴 0,vz) 一 xx， 于 是 
BAHCy)) = dH Fv)), (3.2) 
记 p= p+ p+, 
对 任 一 y€ E”*， 写 


y= Cprly), pr Cy)) = Cpr_(y), prily), pr' Cy)), 
其 中 pr (Cy) € Er?, pr_(y) € E?-, pri(y) € Er?+, pr'(y) € BE"?. 
命 
E = {y€ Eprily) = 0, pr'(y) = 0}, 
Er = {yé€ Er|pr.(y) = 0, pr’'(y) = 0}, 
E’=— {yE E:|pr(ly) = 0}, 
记 多, 一 dH(E.), C+ = dH(B1),， YZ dH(E')， 这 些 都 
是 M” 在 为 处 的 切 空 间 名 ,。 中 的 子 线 性 空间 、 从 CC 所 取 的 分 
块 形式 及 《3.2), 咏 。。 有 直 和 分 解 
Go GBDE DES 
且 儿 t 及 儿 。 都 在 6( 一 0 < 过 1 < 之 %) 下 不 变 . 
C_ 所 有 的 特征 根 实 部 都 < 0, 而 C+ 所 有 的 特征 根 实 部 
都 > 0, 线性 方程 组 (3.1) 的 解 (1,z》 上 其 有 下 述 性 质 , 即 :存在 
常数 7 二 0 及 4 > 0 使 得 
lyCs 二 T,2)| 所 |yts, v)llexp(ny TY 
对 所 有 《52 )E 《一 coco) X E. 及 了 之 中 
上 Co < 7s -t Tw) expCnT) 
对 所 有 (st, v)E( 一 0,00)X El 及 T>d. 
于 是 考虑 dHCyY(1yv))€ 安 、 及 M 上 的 Riemann 度量 ,我 们 
易 导 出 结论 : 存在 常数 mh < 二 0 及 di 之 0 使 得 
I@,rrCa) < lu) expln TY 
对 所 有 (sw)E 《一 00,500) X 雪 ,.- 及 工 宕 4d，{3.3) 
I® C2) < lB) lexplmT ) 
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对 所 有 (sw)E( 一 ce， oo) XX Wt 及 Td (34) 
用 类 似 方式 我 们 也 可 看 出 ; 对 任 给 的 。 > 存在 T。>> 0 使 得 
lI@ Cu) expC —eT) SB) lB jexp(leT) 对 有 (Cs,1) 
€ (一 00,00) X ;及 TT,。 于 是 显然 有 


lim 二 log |8.C)| 一 0 对 所 有 we la 关 0。(3.5) 


我 们 将 以 玉民 集合 {rsSCx)€ 外 |xE M， rE《( 一 00，%)} 在 
客 中 的 闭 包 。 为 证 明定 型 中 条 件 的 必要 性 ， 设 x 不 € 1C5), 于 是 
3 的 这 一 奇 点 z 是 常 点 集 邓 的 边缘 点 。 我 们 说 
CE, PDE +ETK, (3.6) 
亦 即 ,对 性 给 的 sy 二 (v'，0)€E EE", vw'€ Et，0€ E*-*， 我 们 有 G 
中 的 序列 {yx} 及 (一 ,09) 中 的 序列 {rt} 使 得 
HCyiYE M, 有 8 Lm = 0， limralyec fy1)) Gs 


事实 上 , 若 v 一 0， 则 取 ri 一 0 并 可 取 G 一 (0) 中 一 序列 满足 
所 述 要 求 ( 因 w% 是 M 的 边 绿 点 ,这 样 的 序列 {y4] 存在). 若 天 0， 
满足 这 要 求 的 序列 也 存在 ， 因 据 C 所 取 的 分 块 形式 及 j(y) 的 性 
质 易 看 出 
117 ,7fC- 0 

nt 2) 
(太一 1，2,3,…….)， 适 合 所 述 的 两 个 极限 式 ; 且 当 大 充分 大 时 ， 
YC 十 闪 y12 和 0， 从 而 HCY4)€ MM 这 给 出 断 语 (3.6)。 

简 记 ,一 宏明 疙 ， 这 是 纺 中 一 闵 子 集 ， 在 此 (一 co 到 

7 < oo) 下 不 变 。 又 简 记 禄 ,二 儿 ,- 儿 名 ,我 们 说 ，M* 在 
zo 处 有 正规 #- 标 架 8 使 

projip € Bs,, 对 1 Ep, projsBe I (3.7) 
事实 上 , 若 p 二 0， 则 因 m 是 邓 的 边缘 点 , 必 有 五 ,。 0, 由 是 显 
然 有 这 样 的 存在 。 若 > 0， 则 据 (3.6) 存在 me 少 ,, 几 K， 
je 中 一 1， 由 是 当中 与 w, 正 交 的 w 一 1 维 子 线性 空间 己 引 *， 
从 而 也 易 看 出 满足 (3.7) 的 86 久 # 的 存在 , 取 定 一 如 此 约 8, 并 
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商 训 
ts — projap € TT,,, 
假设 p < *。 我 们 说 ,存在 极限 
im 十 | ou))as 一 im log lu) — 0 (3.8) 


事实 上 ,; 内 淖 , 一 坟 , 儿 WB' 且 留 。 站 风 及 儿 。 门 多 都 是 
儿 的 肾 致 子 集 , 改 他 在 一 数 1>0, 1 二 1, 使 

Lx,# | 迄 4 对 所 有 #€ 禄 s 败 多 及 ww EF 门 多 ， 

且 控 (3.7) 可 取 5 《 1, 使 页 一 zk 多 .与 z 正 交 , 下 是 据 命 
题 2.2-(ii) 及 多 ,及 客 :， 在 于 (一 00 < 上 < 一 co) 下 的 不 变 
性 ;Ba 一 是 (tn) 及 Bi 区) 分别 仍 《 鹤 。， 及 客 。， 且 
《一 奢 ,(wto》 与 于 (xs) 正 交 ,从 而 

BA 有 让 六 本 (四 袜 和 Ca 一 入 六 
这 以 及 《3.5) 及 命题 2.3 给 出 (3.8). 

现在 。 我 们 说 ， 在 zo 不 €E 1(5)}U OBbCS) 这 假设 下 ， 必 须 有 
一 wn。 这 是 因为 如 果 p 二 n， 就 有 (3.8); 于 是 应 用 定理 1.4 到 
紧 致 可 度 其 空间 上 .上 的 单 参数 变换 群 名,(( 一 00 之 :<< co)， 其 
于 的 连续 函数 6C(n》 以 及 其 中 的 不 变 闭 子 集 十,,, 我 们 就 有 ,站 
Tob($) 声 0。 这 列 涵 ze 058(5)， 与 所 设 相 耶 盾 。 这 矛盾 证 明 
一 +, 凤 zo 是 $ 的 双 曲 奇 点 . 故 定理 条 件 的 必要 性 
成 立 . 

现 证 条 件 的 充分 性 。 设 x 是 5 的 一 双 曲 奇 点 则 m 也 是 一 
孤立 桨 点 ,由 是 x 不 E1(5); 且 客 。。 有 直 和 分 解 一 名。 
玫 儿 ,+， 要 还 ;9 不 E058(5), 我 们 只 须 证 : 任 给 MM” 在 x 处 的 
一 正 山 x- 标 架 7, 不 等 式 


[e879)as 之 0 对 所 有 :之 0， 

及 (3.9) 
| exsCrDar <0 对 所 有 :< 

二 者 不 能 同时 成 立 。 为 此 ,考虑 8 以 7 为 基 的 线性 化 方程 组 
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2 一 RD 一 co < < 00 yy, y")E Er (Ry) 
《 见 [1,，$ 11). 据 这 方程 组 的 性质 , (3.3) 及 (3.4), 易 看 出 E* 有 
直 和 分 解 E" 一 E_ 儿 EB; 使 得 这 方程 组 的 解 yy(1,w),t€E (一 00， 
00)，y7(4, 志 ) 一 w， 具 有 性 质 : 
yyCs 十 了 区 < lyks, w YexpCmT ) 
对 所 有 (ssw)E( 一 00,00)X EL 及 Td 
yrCss 0)1 和 rs + T,w)lexpC mT ) 
对 所 有 (ss,w)E( 一 00,00)X El 及 了 T 了 守山 
(其 中 习 ] < 0， 引 一 0)。 又 Ry) FE 《一 oo， oo )， 是 三 角 式 方 
阵 , 其 对 角 线 以 上 的 系数 都 是 0, 其 末 一 对 和 角 线 系数 是 w.CX#C7Y))， 
巨 Ry(e)" 在 《一 c2，co) 上 有 界 ( 见 [1, 命题 1.4 了 1)， 所 以 ， 若 
(3.9) 中 前 一 不 等 式 成 立 , 则 应 用 [1， 引 理 3.5] 就 得 出 ，E-_ 包 含 
在 E* 的 超 平面 y" 一 0 内 ， 又 若 《3.9) 中 后 一 不 等 式 同 时 也 成 
立 ， 则 也 可 应 用 [1, 引 理 3.5} (但 取 : 逆向) 得 出 ，E; 包含 在 这 
超 平面 肉 。 于 是 这 超 平面 有 直 和 分 解 E-_ 名 Et， 但 这 不 可 能 ,这 
证 明 条 件 的 充分 性 ， 定 理 3.1 证 完 . 
系 3.2 设 m 是 3 的 一 双 曲 背 点 , 则 (i》M” 在 和 处 的 切 
空间 外。 包含 在 多 ”内 ,也 包含 在 集合 
{rSlx)|xE Mr E(—c0,00)} 
在 济 中 的 闭 包 内 ;(ii) 儿 ,有 站 和 分 解 各 ,一 客 ,,_ 申 客 .满足 
《3.3) 及 《3.4 和 ,这 给 出 5 在 wo 处 的 双 曲 型 构造 ?. 
证 只 需 证 (i), 由 于 mw 不 去 1CS), 据 (3.6) 有 CG CK, 
于 是 对 任 一 不 x 0 的 nw 儿 ,,， 儿 ,中 与 # 正 交 的 7 一 1 维 子 线 
性 空间 委 静 *， 从 而 易 看 出 《i) 成 立 . 
系 3.3 设 4 是 M" 中 一 闭 子 集 , 在 $( 一 % <: 三 0) 下 
不 变 ， 且 满足 要 求 ANACIKS)U O55S)) 一 0， 则 4 不 含有 3 的 非 
双 曲 奇 点 ， 


1)》 双 曲 型 构造 这 一 般 概 念 原 见 [931; 可 看 [2; $ 1]。 
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证 显然 . 

系 3.4 设 M" 连通 3 关 0 且 O08S) 一 4。 则 3 的 每 一 奇 
点 都 是 双 曲 的 , 且 1($S) 一 0， 

证 设 z 是 3 的 一 奇 点 . 命 Rs 为 含有 5 的 ,集合 M" 一 M 
的 一 个 连通 分 文 ，。 因 M” 连 通 而 《六 0( 后 者 副 汤 M 关 0), 了 
必 含 有 对 的 一 边缘 点 +#+、 于 是 因 056(5) 一 0。 据 上 述 定理 , x 是 
双 曲 奇 点 ;出 是 也 是 一 孤立 琳 点 ,而 x 一 xo。 证 完 . 

设 和 为 3 的 一 双 曲 奇 点 。 据 系 3.2， 客 民 细 *、 亚 然 妇 , 在 
下 一 2 之 ?之 00) 下 不 变 , 全 多 w+ 及 刍 。,- 同 询 . 记 B-_(zx0)， 
8+:《to) 分 别 为 外。 中 所 有 与 多 ,+*， 儿 ,,- 正 交 的 切 向 量 作成 
的 子 线性 空间 。 则 

CG, TE B_(x PDB), C3.10) 
设 zs€E B(xo)。 若 xj 一 9， 则 于 wx》 显然 仍 EB_(x,。6)。 落 
dal 关 0， 则 也 有 于 (ww)E B_(x6)。 这 是 因为 ,可 了 肥 M* 在 ww 处 
的 一 正规 2- 标 架 8 使 
pro € E+ 对 1 EERE dimG ,+ PIolt 一 给 

于 是 因 多 在 多 (一 2 < 和 oo) 下 不 变 , 仍 有 projiX,(8)€ 
+ 对 1 近 大 委 dim 客 .因而 亚 (x) 一 projaX(8) 仍 与 多。+ 
正 交 。 这 证 明 8-(w) 在 多 (一 2 < 上 < co) 下 不 变 。 间 样 可 
证 84(x6) 也 在 要 《一 过 1 <co) 下 不 变 。 

命题 3.5 设 4 是 M” 中 一 闭 于 集 , 在 由 (一 oo < 二 oo) 
下 不 变 , 且 没 A 人 NC(4(S)UOb《5S)) 一 0。 命 和 是 3 的 一 奇 点 6 人 A， 
则 r 是 3 的 一 双 曲 奇 点 , 且 

B(x)N BCH A Bx)N EHNA), 

证 《记号 H_(4) 及 I,(4) 意义 同 定理 2.6 中 .) 据 系 3.3 
及 3.2, zy 是 5 的 一 双 曲 奇 点 ;有 旦 B_(x0) 作 多 及 Bi(#0) 首 多 者 
CH(A). 

及 多- (0), 且 当 t 们 放 及 安 .- 作 多 者 是 儿 。 
的 紧 致 子 党 , 故 存在 一 数 加 > 0，4, < 一 1， 使 

1a2t0》| 二 4 对 任意 的 四 6E 窑 : 疙 及 加 E 宅 .ni 坊 ， 
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任 痊 wn€ 8_(x0)。 因 Z = ,,-， 我 们 可 地 元 6 当 ,,- 使 # 二 
4 十 z wt， 于 是 ll 袜 上 KK 一 33， 县 握 命题 2.2- 
《ii》， Cx 三 Bz)|，。 这 以 系 3.2-( 订 ) 给 出 
,Cad < ilexplme) < lullexp qu) 一 双生 2 di, 
对 某 数 四 <0 及 和 > 0。 所 以 当 了 之 max{di, log (1 — 4)/m} 
时 ， 
Ca) SS ulexpCme!2), 

这 对 所 有 w《 8_(x。)》 都 成 立 。 于 是 从 B(x6) 在 于 (一 0 到 二 < 
co )》 下 的 不 变性 ， 定 理 2.6 及 命题 2.3, 易 得 出 结论 : B(x) 门 
多 TA), 

同样 可 证 BCzDn 务 和 IT+4)， 命题 3.5 证 完 ， 

定义 ”MM” 中 一 子 集 4 将 称 为 8 的 一 正常 集 ， 妃 困 4 在 MM” 
中 闭 , 在 $.( 一 co 二 zt < 之 0%) 下 不 变 , 且 ANC1C5)U 06(5)) 一 0. 

5 的 一 正常 集 4 自 然 满足 4N ObCS) 一 0， 其 逆 

命题 3.6 设 4 是 M* 中 一 闭 子 集 , 在 由 (一 2 二 <co) 下 
不 变 , 且 满足 4n05(8S) 一 0， 刚 分 解 4 成 集合 和 

4 一 (4nICS)7UGC4 一 长 S)) 

时 ，4 站 1CS) 是 M" 中 一 闭 子 集 ，4 一 所 3) 是 5 的 一 正常 集 . 

证 易 看 出 4 一 1(S) 是 正常 集 。 车 $ 有 一 奇 点 me4 一 
5S)， 见 和 是 $ 的 一 双 晤 奇 点 ,因而 是 著 立 奇 点 ， 这 殖 涵 和 不 在 
1(S) 的 边缘 上 。 由 是 易 看 出 AN1C($) 在 对 *” 中财 ， 证 完 。 


$ 4 正常 集 的 线性 理论 


本 章 以 下 普遍 考虑 MW” 中 任 一 个 给 定 的 ,在 :一 oo <: 一 
co) 下 不 变 的 闭 子 集 4、 我 们 将 讨论 4 在 它 是 $ 的 正常 集 这 情况 
下 的 线性 性 质 ( 看 前 言 中 最 后 两 段 》. 

先 给 

引 理 4.1 对 任 给 的 数 e 之 0 及 T, 夺 在 一 对 应 的 数 dn > 
0 使 得 ,只 要 # 及 w€ 多 , ol#) 一 ox), 且 lw 一 ww 过 Bn， 即 
寿 
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J (Bn) dr 一 FE (VA(u)) dr | < 6. 


证 ”这 可 直接 从 安 上 单 参数 变换 群 儿 ( 一 co <: 过 0) 及 
水 数 6(x) 的 连续 性 及 筋 的 紧 致 性 得 出 ， 
引 理 42 在 E! 中 , p 之 2， 任 绘 单 补 长 向 量 mi oz 及 p 一 
1 维 子 线性 空间 G1，G, 它们 分 别 与 mo 正 交 。 则 


inf | 一 zl 一 inf lv — wl, 
Ww EG Nh = wre, Mord =1 
证 直接 验算 。 


对 于 5 的 一 正常 集 4, 命 (A)，T4C4) 及 五 (4) 等 给 出 
同 定 理 2.6 中 。 
定理 43 设 4 是 3 的 一 正常 集 ， 任 给 的 一 常 点 xe 人 于 
是 
(i) 若 8_(x) 是 多 ,中 一 个 具有 最 大 维 数 的 子 线性 空间 使 
B_YNSLIA), 
W (DB,— BNN DEM MNURA). 
(ii) 若 B4(x) 是 绍 。 中 一 个 具有 最 大 维 数 的 子 线性 空间 使 
BO) NBCTN), . 
则 〔 儿 ,一 ByGDN 多 CICOVUNA). 
证 设 B(x) 是 瑟 ,中 一 个 具有 最 大 准 数 的 子 线性 空间 使 
8_(zn 六 CC4)。， 任 给 
ni€ (WH, — BNT,. 
我 们 将 证 不 En_(4)， 事 实 上 , 设 相反 地 ,这 结论 不 成 立 , 即 
aé€ nAy. 
命 有 _(x) 为 锣 。 中 由 8.(x) 与 所 张 的 子 线性 空间 ， 显 然 
dimB_{x} — 1+ dimB_(x}). 
于 是 dimB8_(x) 守 19， 且 必 有 we (人 站 咏 但 不 En_(4)， 


1) B8_{x6) 几 刻 不 为 0, 因 已 有 EE 留 : 站 11-(4)， 而 B(x》 具有 所 述 最 大 维 数 
手 质 。 
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因而 所 定理 2.6-(i)， a 
uo€ HiCA)DU TOCA), 
我 们 说 ,存在 wm&€ (一 2%,00) 使 得 


b> By(uo))ds 之 Th 对 所 有 s 迄 : 及 了 守 d (4.1) 


《 鞭 中 dj 之 0，m4 达 0 给 出 同 定理 2.6-(v) 中 )。 事实 上 , 若 me 
€ (A), 据 定理 2.6-Cv), (4.1) 成 立 对 任 一 50E 《一 00, oo), 


若 me 了 (4), 则 据 定理 2.6-(iii), 存 在 f5€ 《一 00,00) 征 宣 ,,(x) E€ 
BR*(C4); 于 是 据 定 理 2.6-(v),，《4.1) 成 立 对 这 wm。 这 证 明 断 
语 . 因 B_(Cc) 门 咏 CI_(4)， 据 定理 2.6-(i) 及 〈v)， 


J (名 ,p(w))ds > 一 don 对 所 有 


(s,4) EC(—00,00) Xx (8_(*) 站 多 ). 
这 结合 (4.1) 及 引 理 4.1 就 得 出 结论 : 存在 (由 人 44 确定 的 ) 8&4 之 0 
使 得 
a ,Cx) 2 | 之 54。 (4.2) 


记 A_(x) 一 国 B_(x)，4._(x) 二 图 B_(x)《 记 号 蕊 ,意义 见 
§2)， 显然 4_(x)C A4_(x). 据 命 题 2.1,5《B_(x)) 及 罗 (B_(x)) 
都 是 多 ss 的 子 线性 空间 , 且 

dimT(B_(x)) 一 dimB_(x), dim¥,(B._(x)) = dimB_(x), 
WAB_x)) 一 Bo AMITCE BN) = Bo AA (rv)); 
因而 
Din 一 PAAAXI DIB x)) = pA BEB (x)), 
dim¥,(B_Cx)) = 1+ dimg,(B_(Cx)). (4.3) 
我 们 于 是 可 取 一 bE€B_(x) 作 凡 使 刀 与 B_(x) 正 交 , 且 对 每 一 
iE€《 一 00,00) 可 取 唯 一 的 
pi bo) E EAB_(x)) 
使 (Bb0) 一 pr(bo) € 四 必 A4_(x))， 显 然 pol to) 一 如， 因为 六 与 
B_{x) 正 交 , 即 Bo€ 4_(xz)， 故 Db)E pA (Ce)) ILA ). 
于 是 易 看 出 p56) 他 €E (A_(x))， 因 而 p(y) 与 和 (B(x)) 
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较 广 地 ,由 于 直 和 分 解 (4.3), 对 任 一 (1, 4) € (一 00，00) x 

B_(x)， 也 存在 唯一 的 
pn) EVAB_ Cx)Y 
使 ba) 一 pw) & $AAL(x))， 易 验证 ,对 任 给 定 的 1， ws 是 从 
瑟 _(x) 到 (让 _(x)》 上 的 正则 线性 变换 。 特别 地 ，w(5) 守 0 
因而 可 考虑 
Bib) 一 PK) em(B_())N SD; 
|p bo)! 
并 且 , 若 对 任 给 的 jE 祖 _(x)， 记 迪 为 下 (x) 中 所 有 与 条 正 交 
的 wx 作成 的 子 线性 空间 ， 则 gC*3) 是 名 (B_(x)) 中 一 子 线性 
空间 ,其 维 数 与 4z 的 相间 ， 特 别 地 , *b 一 B_(*)， 显 然 , 全 4 一 
A_(x) 四 (x%); 于 是 易 看 出 
Ws 二 这 二 二 名 二 

进一步 据 下， 及 gp， 的 定义 ， 要 ,() 恰 是 这 样 一 个 切 向 量 上 
(Cx)), 它 与 os) 正 交 , 且 使 p22) 一 到 (的 eps) .由 
是 硬 ( 苞 也 与 os2) 正 交 对 于 jE 有 _(x) 站 刻 . 我 们 也 将 写 B.C) 
— pi fg 对 于 we B_Cx), liall < 0. 

现在 ,我 们 考虑 这 特别 情况 一 mk B_(z) mn 疡 ,并 若 虑 和 
B_(x) 站 宽 ， 据 上 面 所 述 ， 对 于 给 定 的 4 在 于 (B(x)) 中 ， 或 
们 有 子 线性 空间 可 (B_(x))( 它 由 一 切 与 和 (如 正 交 的 we 
( 瑟 -(z)) 组 成 )， 还 有 子 线性 空间 ge(suwo)( 它 由 一 切 与 全 (wo) 正 
交 的 wE 杜 (( 百 _(x)) 组 成 )。 我 们 可 取 M* 在 (zx) 处 一 正规 
1!- 标 架构 成 线性 空间 ,(B_(x)) 的 一 坐标 系 《1 一 dimB_(x)); 
于 是 可 应 用 引 理 4.2 并 依据 式 子 《4.2) 得 出 结论 
8) 一 BO > 8, > 0. 


inf A 
1 (一 四 388]rgg《 才 ad7 门 闸 
这 蓝 涵 
sup [C®uu), Fb)7!| 6s 1, (4.4) 
fet wsnrvEl 相 vo) 站 久 


其 中 64 二 1 一 54/2 守 0。 
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我 们 说 ,存在 一 (由 4 确定 的 ) a 守 ds 使 得 
line_rC 5) < lps 50) exp(C7sT /2) 对 所 有 s 肆 及 TT 之 da 
(4.5) 
事实 上 ,我 们 有 加 一 4w 十 5 对 于 菜 1€( 一 00，00) 及 bE #1， 
且 ge hn) = ,Cu0) E op 故 有 
PAB0) 一 i 0) 于 tr 
其中 WE p(w) NN ,EE (0,00), 
但 村 ,C46) 与 如 正六。 政 
AW uo) = peo) 。 | (60), YC 60)>| 
= ||pe(bONC — Cu, G60)» 
从 而 所 (4.4)， 
{pCBdC — ot < fag) < fyb tes, 
0 一 1 一 3 去 1]。 
这 结合 (4.1), 命题 2.2 及 2.3 就 给 出 
和 prC8e)] < Na, rua) /CT — 02 
< ly,Cuo)NexpCnT YL 一 627) 
< pC Nexp CnaT /Ll — 82) 
对 所 有 :之 0 及 Td 
所 以 , 若 取 
本 一 Max a, log (1 一 53) by 
则 C4.5) 成 立 。( 因 my ds 及 如 部 由 4 确定 ,这 4 也 由 4 确定 .) 
其 次 ,我 们 考虑 这 特别 情况 六 一 #€ (BB_(x) 一 B8_(x)) 几 
了 4) 看 前 面 ). 于 是 在 亚 .( 贡 _(x)) 中 ,我 们 有 子 线性 空间 gp 人 *#) 
( 它 由 一 切 与 曾 .( 苞 正 交 的 w 《于 ,((B_(x)) 组 成 ), 因 肥 不 €E B_(x) 
而 #6 一 B_(x)， 所 以 刀 不 EE 柱 。 由 是 更 一 本 € 要 对 于 某 一 
i€( 一 00,00)，X 关 0。 进一步 就 有 
pbo) 一 HAAR) 十 BCPA)B) 一 0， 其 中 B,€ pil*a), 
从 而 j 亚 ;:(G2 让 委 pb ii、 于 是 从 《4.5) 及 % 二 0， 我 们 看 
出 
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Em C2) = 0, 
但 是 另 一 方面 ,由 于 到 了 《47， 据 命题 2.3 及 定理 2.6-(v) 我 们 
又 有 
wrCa)| 之 exp{《374 了 ) 之 exp( 一 9add) 对 工 夺 一 dd。 
这 是 一 -矛盾 。 这 矛盾 证 明 , 任 一 #é(《 纪 ,一 8B_(x)) 站 族 都 不 能 
€ (4). 这 样 ,结合 定理 2.6-(i) 就 看 出 定理 4.3 中 的 结论 (让 
成 立 。 

类 似 可 证 其 中 的 结论 《ii)。 定 理 4.3 证 完 ， 

系 44 设 4 是 5 的 一 正常 集 ， 则 对 5 的 每 一 常 点 x€ 4， 

(1) 纷 . 中 存在 唯一 具有 最 大 维 数 的 子 线性 空间 8.(x) 使 

B_()N BON (A), 
并 站 于 (B_(x)) 一 下 -xz 对 所 有 ze 一 coyco)。 
《ii) 幼 。 中 存在 唯一 具有 最 大 维 数 的 子 线性 空间 Bi(x)》 使 
2 
并 且 童 (B+Cx7) 一 Bi(p《x)》 对 所 有 5E( 一 co yco)。 

(iii》 B_Cx) 人 Bytx) 一 《0) 由 是 dimB_(x) 十 dimBjy(*) 迄 
才 一 1。 

证 这 存在 性 是 最 然 的 。 因 NCA》 分 和 解 成 彼此 互 不 相交 , 且 
都 在 宣 ( 一 co 二: 过 oo) 下 不 变 的 子 集 (4)，1A《4U) 及 
(A) 的 集合 和 ,这 里 的 《iD 一 (ii》 都 易 用 上 述 定 班 ,命题 2.1 及 
式 寺 

军 (B_CO) 站 声 ) 一 轨 ,((B8_(n)) 门 放 ， 
(BO) NS) = YB ) NS 
等 推出 。， 系 4.4 证 完 . 要 

设 4 是 3 的 一 正常 集 ， 据 定理 2.6-(Kiiiy， 对 任 一 zxE I(4)， 
存在 唯一 的 st(x) E( 一 co op) 使 名 ,#4wkw) EH*CA)。 我 们 也 将 
写 

sy 一 全 对 wxED《47; 
co 对 wE HCA). 
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对 HCA) 的 一 子 集 L, 证 


infs*(w) 车工 关 0， 
5%[ 工 》 一 一 {ee 藻 L _ 0， (4.6) 
sup (wg) 得 工 关 0， 
Do- 车工 一 0. Em 


显然 , 若 上 L' 也 是 (4) 的 一 子 集 驴 工 ， 则 ( 工 ) 守 ()， 结 
(2L') 之 st(L); 并 且 
(LL) 一 一 oo 对 于 LCHCA), L 0， 
(CL) 一 co 对 于 LON(A), L = 0, 
引 理 4.5 设 4 是 8 的 一 正常 集 ， 则 


(i) 若 工 是 HCA) 中 一 闭 子 集 CICAYUIRAD, 则 sx(L)> 
一 cc。 
(ii) 车 二 是 8CA) 中 一 闭 子 集 CH_COUBCAD, 则 5 大) 一 


oo 


证 任 给 ICA) 中 一 闭 子 集 二 CBA)UEC4). 若 工 二 0, 则 
5 了 工 ) 一 co>> 一 co。 设 工 关 0。 如 果 r#( 工 ) 一 一 oo, 则 因 二 紧 
至 ,可取 上 中 一 序列 fk}， 它 收 全 到 一 me 工 ， 且 使 im s* (m4) 


一 一 c0。 不 妨 设 (wy < oo (一 1,2,3.…)， 于 是 因 专 


不 《DB_C4) = IAT MOURAD), ude (~ 0, 0) 
从 而 有 多 *twuCxt) e TeC4) (一 123- )。 由 是 据 安 上 单 参 
数 变换 群 多 (一 co 过 1 一 oo) 及 6(n) 的 连续 性 ,应 用 定理 2.6- 
Cv) 即 得 


G(rluo))dt < Tw 对 所 有 +e( 一 covco) 及 工 沁 必 。 


这 丝 禄 ze I_(4) 人 LL。 但 这 不 可 能 ， 因 五 -047) 站 二 一 0， 所 以 
必 有 s《L) 之 一 0。 这 证 明 (i)。 类 似 可 证 《ii)， 引 理 证 完 ， 
引 理 46 对 任 给 的 数 ? < 过 0 及 4d 之 0, 存在 一 对 应 的 数 5 一 
tns4) 之 4 使 得 只 要 静 :，xze M、 有 直 和 分 解 
DB, = B(x)BB (x) 
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它 对 一 5 eco) 满足 要 求 
| S|, Cn) exp ns) 
对 所 有 we B(x)，s: 守 0,? 守 dd 及 s 十 1 所 1， 
| ,C0)) 2 lu) exp 一 了 
对 所 有 ze B(x), 之 0， wd 及 5 十 t bo, 
如 在 


《4.8) 


oak) < lallexp( ntof2) 对 所 有 xe 的 B(x)， (4.9) 
lr) 写 jinlexp( 一 m56o12》 对 所 有 ze 国 BiGz)。《4.10) 
证 暂 先 考虑 一 任意 的 56 兰 4d, 然后 进而 确定 $5 使 满足 3 引 理 
要 求 。 应 用 引 理 4.1 及 命题 2.3, 易 看 出 对 应 于 一 ? > 0 及 4 之 0 
存在 一 数 5 之 0，5 <1， 使 得 只 要 纪 ,，x€ 上 邮 ， 有 直 和 分 解 
多 ,一 B(x) 鱼 B(x) 满足 (4.8), 即 有 
[Ca 42> | < 6liall 时 | az 对 所 有 ui ECB Cr)), 
wi EVP BCx)) 及 dt 
由 是 着 沽 典 ws《 久 B(x)) 一 电 ( 思 (B82(x))《 看 命题 2.1), 并 写 
任 一 w Ee( 狼 B(x)) 为 w= 二 十 xw ， 其 中 w € Ve (B(x))， 
二 vel B(x)), 易 检 验 
{al > C1 一 到 ?各 
(0 之 (1 一 7)# 之 1)， 从 而 据 命 题 2.2-(iii) 及 《4.8) 中 第 一 式 ， 
oe) 之 yu) 2 jallexpl—nso) 
> llQ 一 9)#exp( 一 路 9)， 
这 证 明 : 若 取 £ 二 max {a, log (1 一 6 则 只 要 玉 .，xf 
邓 ， 有 直 和 分 解 多, 一 BI(x) 甸 Bx) 它 对 一 名 E《E， oo) 满足 
(4.8), 我 们 就 有 《4.9》。 类 似 可 证 ,对 于 这 样 的 5, 绍 ,， 及 与 我 们 
也 有 (4.10)。 证 完 ，。 
定理 47 设 A 是 5 的 一 正常 集 . 对 x€ ANnk, 命 C+(%) 一 
从 BB_(x)，C_(x) 一 加 Bi(x)( 这 里 B_(x) 及 Bilx) 同系 4.4 
中 )。 则 
se(C4C0) ND) > —%0, (CNB) < (4.11) 
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对 每 一 x& 4 站 MM; 且 存 在 一 常数 e4 实 d， 使 得 对 每 一 x & A 站 
对 ， 
Qi) 只 要 w€Cr(x),， 之 于 (C4(?) 几 红 ) 且 了 之 e,, 即 有 
[or lg Cn) exp CsT /2), 
《ii) 只 要 w€ C(x),，s >> sf(C_(x) 首 狠 ) 且 T 守 ce,, 即 有 
rz) SS |b Cu) exp CaT {2); 
并 且 DB 一 C_(%) + Crlw) CC Ch) pC Cx)), Cr(b lx) ) 
一 由 (C++xc)) 对 每 一 x € A 站 MM 及 每 一 1€ (一 00,00), 
证 任 给 $ 的 一 常 点 +€ A。 据 定理 4.3 易 看 出 C4) 作风 


及 C_(x) 几 场 是 IC4) 中 的 闭 子 集 ,分 别 CIAINIKA4) 及 


QCA)N fC4); 于 是 点 用 引 理 4.5 得 式 子 (4.11). 

对 于 3 一 7 0 及 了 一 心 人 0， 取 es = &(n, 4a) 满足 引 
理 4.6 中 要 求 。 所 (Cr 站 号 ) 的 定义 及 定理 2.6 易 看 出 对 
C4) 站 祈 ) 一 epyt 守 0,1 守 册 及 十 1 之 族 (C_(x)N 
纺 ) 一 多 

| 可 Ca 之 有 可 alexp( 一 st) 对 所 有 zeE(CC+Cx))， 

9 委 alexpC9az) 对 所 有 w E(B_(x)); 
又 据 命 题 2.1， 吃 。a 一 各 B8_(x)) 斩 (C3(x))。 于 是 应 用 引 理 
4.6 即 得 这 里 《i)。 类 似 可 看 出 《ii)， 从 系 4.4 可 推 知 这 定理 结论 
的 余下 部 分 。 证 完 ， 

下 面 ,我 们 考 老 集 人 台 {rg(xz)E 呈 lyzeM 对 ref 一 ccoo)} 在 
省 中 的 闭 包 天。 任 给 ee 天 ， 我 们 将 以 久 (w) 表 M 在 olw) 
处 所 有 与 # 正 交 的 切 向 量 组 成 的 ， 军 se， 直 的 子 线性 空间 。 车 
aa)eM 且 | 坟 0, 显 然 多 (一 2 殉 cwnCS0O8x。 从 这 个 可 进 
一 步 看 出 ,只 要 w € K 自 ll < 关 0， 即 有 和 访 (w)C 多 x*。 还 有 ,车 
xo 是 5 的 一 双 曲 奇 点 上 且 w€ 老 ,,， 则 据 系 3.2,# EKH Fu)CT 
pr. 

任 给 ww 天 ，llaol 于 0， 以 及 数 4 二 9，d 之 0。 我 们 将 称 
m 在 区 间 《〈 一 T: 了) 上 是 《%,4)- 正 规 的 其 中 0 和 了 < 委 co， 如 
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果 多 (wo) 有 直 和 分 解 
多 (ax = (uP (nu) 
使 得 
由 
对 所 有 we .多 Cn) 及 (一 T;T)， i 
,A SLE) explnad) 


对 所 有 we .Fwo) 及 seE( 一 7T,T). 
引 理 4.8 设 z 是 3 的 一 双 曲 奇 点 。 命 
Cs, 一 BPE s+ 
同系 3.2 中 。 则 对 任 给 的 数 9 之 0 及 了 >0， 每 一 多 ,一 
〈《 嘻 。-U 容 -+ ) 都 不 能 在 《一 oo*co》 上 是 (%,4)- 正 规 的 ， 

证 命 Bi(xo)，B_(xo) 为 多 ,中 分 别 与 贸 ,_-， 富 。+ 正 
交 的 w+ ,#- 维 子 线性 空间 《同上 节 末 ),， 其 中 ”一 dim%%,,_， 
Hy = dim +。 

要 证 明 引 理 , 设 相反 地 ,对 某 常数 <0 及 4d 之 0 来 说 ,存在 
一 WE EG (GUGE+), CE 在 (~—%0,00) 上 对 于 . 罗 (xo) 
的 一 直 和 分 解 .多 (wm) 一 名 _(tw) 名 这 :tno)， 满 足 (4.12)。 我 
全 将 先 证 明 

PAu)TCBIr), FW)TEB (ro), 

任 给 一 # EF, 一 Bt 显然 大 霹 0。 可取 M? 在 x 
处 的 一 正规 a- 标 架 8 使 projo8 一 #1 大 ， 并 考 虚 线性 化 方程 
组 (Rg) 

空 一 了 Rat 一 2 Lt oo》 一 (六 6 至 
( 见 [1, $1]). 命 


f a 
E- 一 = 0, yy )E EB” > yiprojnp € Gs }, 
R=1 


E+ 一 by = (yy, )")E E" I 闪 projt8 < Eo). 
克 一 【 


*， 207。 


则 因 二 ec 窜 一 BCxzo 碍 冰 projsf 不 与 儿 ,.- 正 交 ，E-_ 不 
包含 在 E" 的 超 平面 y" 一 0 内 .又 因 对 每 一 w《 听 。 gz) 对 
正规 六 标 架 Xp8) 《一 oo <# < co) 来 说 的 坐标 是 《Rs) 的 一 
解 ( 见 [1, § 1])， 政 据 系 3.2-(ii)， 方程 组 (Rg) 的 解 从? 2 
(一 0 之 1 之 00)，Y(0,v) 一 y， 满 足 与 (3.3), (3.4) 相 类 似 的 不 
等 式 
lyCs + oO < lyCs,v exp mt) 
对 所 有 (s,s) El 一 00,%9)XE_ 及 i:t 守 i， 
lyCs, ol < lyCs tt rv)Nexplms) 
对 所 有 (s,s) El 一 0，,00)X E: 及 + 之 纪 ， 
其 中 为 二 0 及 d 之 0, 但 Ral2)" 是 三角 式 方 阵 , 其 对 角 线 以 上 
.的 系数 都 是 0， 第 ”个 对 角 线 系数 是 waC 对 (8)), 且 ReD” 在 
(一 0，co) 上 连续 且 有 界 ( 见 [1, 命题 1.41)， 于 是 丸 E- 不 包 
合 在 超 平面 y ~ 0 内 ,我 们 可 应 用 [1, 引 理 3.5] 得 出 结论 
A 
从 而 泥 命 题 2.3 及 2.2 及 多 :ao) 的 性 质 , 天 不 《多 :Co)。 这 
证 明 安 :xDC8:x)， 类 人 可 证 多 (wo)C B_(x0)。 
因 ”十 oz: 一 拓 而 dz) 十 dimn 及 Ha) 一 基 一 1， 
所 以 多 :CCB+z) 及 F(tm)C B_(xo) 萄 洱 这 两 个 等 式 
oo 一 Bazo， Fr (10) — B(xo) 
中 恰 有 一 个 成 立 . 但 各 与 多 (nw) 一 这 (t0) 国 F106) 正 交 . 
所 以 这 里 前 一 等 式 成 立 将 列 涵 ze 儿 ,,_， 后 一 等 式 成 立 将 获 酒 
ie Gia+， 这 都 与 所 设 me 留 一 《 客 。-U 多 --) 相 矛 盾 。 这 
荐 盾 完 成 引 理 的 证 明 ， 
引 理 4.9 设 xo€ M" 是 $ 的 一 双 曲 奇 点 , 玉 是 xo 的 一 个 在 
好 "中 的 领域 。 任 给 9 <0 及 了 > 0。 于 是 zx 有 一 个 在 M" 中 
的 邻 域 YCW， 且 有 一 数 5 之 0 共有 人 性质: 只 要 zx 是 3 的 一 常 
点 ETF， 且 和 -Ge) 及 pri(x) € 一 且 对 于 基数 了 <0 及 
Ti 之 0、 其 有 一 点 * 二 br,(x)，T. 所 To 所 Ti4， 使 得 Sx 不 
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能 在 (一 5,5) 上 是 (yy,4)- 正规 的 . 

证 设 不 存在 wo 的 邻 域 VCCW 及 数 $ 之 0 具有 所 述 姓 质 , 则 
$ 有 一 序列 的 常 点 {x4} 满足 下 述 (a),，(b),(¢e): 

{a) In 一 Xo。 

《b) ori(xzt) 及 priCr4) EM" 一 W 对 某 数 Ti- 过 0 及 
Ti+ > 0。 

《c) 若 1E《T4_ T4472， 则 3Cd(xzt) 在 《一 大 )》 上 是 (7， 
4)- 正 其 的 ,好 多 wy， 有 直 和 分 解 

Bospw — FS PAK PBF Sp))), 
AR 一 1, 2, 3,.-.., 
使 得 
[+a )) < ,Cu) explna) 
对 所 有 nwEB CSChCTI))) 及 s E(k,&), 
,CN < ,Cu lexp(nd) 143 

对 所 有 un€ .HF SCGlr))) 及 s EC—k,k). 

xz 是 3 的 一 双 曲 译 点 , 因而 也 是 一 狐 立 奇 点 。 故 可 取 M” 中 
一 个 以 和 为 内 点 的 闭 子 集 FC 人 WW 使 得 F 不 含有 除 x。 以 外 的 ， 
3 的 任何 奇 点 。 命 Ho 及 HH 分 别 为 的 内 集 及 边缘 集 。 于 是 从 
H, 的 紧 致 性 及 5 的 轿 续 性 ,我 们 有 

m= inf stx)H > 0, 


我 们 不 妨 设 xx ee 一 1，2，3，……)， 从 《〈b), 3 的 半 轨 
线 {4kzt)jrekuco)} 及 {p(x4)1tE《 一 00,0)} 都 须 与 本 相 
交 。 对 我 们 的 上 且 的 来 说 , 易 看 出 不 妨 设 

Pri_ Cr) 及 PrecCra) EHL 且 {bri ETH, Tio}EP, 
我 们 可 取 一 we《T4_ Tiy》 使 
lSCoaCx D1 — ,ink ,SCBAxa)), 

记 一 四 Cx4)。 则 是 5 的 党 点 EF。 从 FF 的 紧 致 性 ， 可 设 
{zx} 是 收 合 序列 ， 收 钱 到 一 点 ww€ 了 F。 据 (a) 及 5 的 连续 性 ， 
lim 1SCxt 一 0， 从 而 1 SC 一 0 一 1Czo， 即 和 是 3 
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的 一 硒 点 《五 .但 闻 不 含有 除 re 以 外 , $ 的 任何 奇 点 ， 故 况 一 x， 

考虑 Ms 的 切 球 从 志 一 fzE 客 上川 二 1}， 简 记 均一 
SCztDI/SCR 放 e 少 。 从 密 的 紧 致 性 .{54} 有 子 序列 收 争 到 一 ze 
鹃 .不妨 设 这 子 序 列 即 为 {24}。 因 2 一 Hm, 收 训 Bw. 我 
们 于 是 考虑 直 和 分 解 

Dr = (SR)DF (SE) X=1,2,3,.…。 
用 到 子 序列 的 法 子 ,我 们 不 妨 设 

dimg 《5S(x4)) 二 恒 值 pz， 从 而 
dimFW (CSFA)) 一 天 一 1 一 户 对 太一 1，2，3，- 

因 lm 一 mo， 易 看 出 多 (5) 中 有 一 了 维 子 线性 空间 .多 -(z)， 


对 其 中 每 一 x， 乡 * 中 都 有 一 序列 {ax} 疏 角 到 ww 且 wi€ 
多 (5(#4))。 于 是 据 (4.13) 及 单 参数 变换 群 于 (一 co 和 上 < oo) 
的 连续 性 等 ，. (2。) 具有 性 质 
ly ,a < lu) expCna) 
对 所 有 w 《多 (ww) 及 sE( 一 00,00). 
类 似 可 看 出 多 (36) 中 有 一 4 一 1 一 上 维 子 线性 空间 4(56) 
只 有 性 质 
上 时 ,wl 所 a)lexp(wd) 对 所 有 we6 多 :za)》 及 sE 
《一 co,co) 显然 . 灾 -(zo)n 4(10) 一 (0)， 因 和 而 有 直 和 分 解 
FN) = FBRF (5), 
这 证 明 ww€ ,在 《一 ,0) 上 是 《5,4)- 正规 的 ， 
我 们 说 加 入 ,一 《 猴 ,,-U 史 +)， 事实 上 , 据 的 定义 ,我 
们 有 
Pa KR) 一 Brera) 及 四 KR) 一 PrerCre) 
对 于 基数 只 -< 委 0 及 4+ 之 0。 又 据 前 面 所 述 ， Prt_ CXR) 及 
usCzt)e Hi 由 是 
MSCp CFD Sm > 9, SCE CE Fm, 
二 1, 2,，3,"….， 
但 lim SCz0)1 一 0， 县 
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LSCpCaON = SGN ox¥C2))as, 


其 中 wo(#) 是 寥 上 一 连续 上 卫 有 界 的 函数 ,而 X#( 一 00 之 1 之 oo) 
是 多 上 一 单 参 数 变换 群 ， 由 X8(1) 一 BN1@B(n)，w€ 客 ， 
定义 (看 [1, 命题 1.3]?)。 故 必 有 


im i#- C= —%, lim fit 一 Oo。 


于 入口 
于 是 因 天 一 Voy 且 据 和 的 沁 久 并 
lo = > 1 对 te Gray， 
=1, 2, 3, 
故 据 儿 上 变换 群 B.( 一 co < < %) 的 连续 性 ， 
lzo1 次 人 zol 一 1 对 所 有 +E( 一 20,0%9)。 

这 结合 系 3.2-(iiy 证 明 断 语 me 嘱 : 一 (多 -UU 儿 -但 上 上 面 
已 证 机 在 《一 co ，co) 上 是 人，d)- 正 规 的 。 这样， 我 们 就 得 出 
与 引 理 4.8 相 巴 盾 的 结论 ， 这 证 明 引 理 4.9。 

定理 410 设 4 是 5 的 一 正常 集 . 命 * 为 5 的 一 常 点 € A. 
则 

(i) 雪线 Ps 一 {$x)liE《 一 吕 ，%)} 的 o- 极 限 集 合 或 
不 含有 5 的 奇 点 ,或 仅 由 5 的 一 双 巾 奇 点 组 成 . 

《ii) 同 祥 地 ， 轨 线 Ps 的 -极限 集合 或 不 食 有 5 的 奇 点 ， 或 
仅 由 5 的 一 双 曲 党 点 组 成 . 

证 记 T; 为 Pz 的 w- 极限 集合 ,显然 TsC4, 假设 Fax 含 
有 5S 的 一 奇 点 xo。 则 zo 不 E1(5)U 05b《S)。 故 据 定理 3.1, *o 是 
S$ 的 一 双 曲 奇 点 . 

对 于 Ze M， 考 虑 纪 : 的 子 线性 空间 B+(z) 及 C_(#) (给 
出 同系 4.4 及 定理 4.7) 中 ， 简 记 “一 从 (C_(#) 败 乡 )。 据 定理 


1) 文 f11 中 用 记号 入 (一 2 <tr<oo) 表示 对 "的 正规 夺标 架 共 上 由 5 自然 
东 出 的 单 参 数 变 换 腾 ， 当 二 王 1 时 ;这 标 架 愉 即 是 泌 . 
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4.3，C_(z)n 细 是 IC4) 中 一 闭 于 集 Cn_(A)rin(4); 再 所 
引 理 4.5，so 之 co。 于 是 从 定理 2.6, 系 2.2 及 2.3, 我 们 有 
,CulexpCrads》 对 所 有 
nunE€C_(x) 及 ss 这 $0， 
上 Cw) 寺 |(w9lexp(mada) 对 所 有 
uEBilx) 及 ssE(—00,00), 
又 纺 : 一 Bi(#) 乡 C_(x)， 从 而 据 命 题 2.1 有 直 和 分 解 
BD pts) = (BEDBYCC_LTYY 对 任 一 1€ (~-cc ,00), 
(4.15) 
现在 ,假设 Ts 还 含有 一 点 所 xo。 我 们 可 取 xm 的 一 个 在 
M" 中 的 邻 域 玉 ， 其 闭 包 不 食 * 及 x1。 据 引 理 4.9, 可取 x 的 一 
个 在 M"” 中 的 邻 城 六 性 形 及 一 数 了 >> 0 具有 对 于 4 二 0 及 4 之 
0 来 说 的 这 引 理 中 所 述 的 性 质 ， 于 是 因 xo 及 x 都 是 饥 线 Ps 的 
w- 极 限 点 ， 存 在 点 
加 一 由 (EM ~ W, 
Ji bi Cyo) ET 下 ， 
y= by EM CO—W 
其 中 太守 二 上 二 下， 了 之 0 4 之 94。 从 而 据 这 引 理 ， 轩 弧 
{pyo)liE 《0 十 1)} 上 有 点 7 使 得 5CY) 在 (一 8,5) 上 不 是 
《m4s44)- 正 规 的 ， 但 这 与 (4.14) 及 (4.15) 相 矛 盾 . 这 证 明 (i). 类 
似 可 证 (ii)。 定 理 4.10 证 完 。 
定理 4.11 设 4 是 5 的 一 正常 集 . 命 * 为 5 的 一 常 点 & 4， 则 
(i)》 若 轨 线 。Ps 一 {gz#)|iE《 一 2，00)} 的 w- 极 限 集 合 
含有 3 的 一 奇 点 xo。， 则 存在 数 wz 之 0 及 自 之 0 使 得 
stp rrCr)) SC p(T)) exp(n Ty 所 有 
之 0 及 TT 之 而， 
(ii) 若 轨 线 Ps 的 a- 极 限 集合 含有 5 的 一 奇 点 妃 ， 则 存在 
数 人 <0 及 上 大 >0 使 得 
NSC@srCx))) SSCBAT) exp(n TT) 对 所 有 
i 式 0 及 了 TT 和 i， 


(4.14) 


tt" 


证 设 Ps 的 o- 极 限 集合 Ta 含有 5 的 一 奇 点 xo。 据 上 
达 定 理 ， Ts 仅 由 Xo 组 成 , 且 xo 是 5S 的 一 双 曲 奇 点 。 

命 罗 s, 一 安全 儿 。,+ 同系 3.2 中， 考虑 M” 的 单位 切 球 
从 叫 ， 

C= CEN, C= Eo NC, Bt — GN, 

及 鹃 工 由 竺 ( 一 了 (0) NBLa)，w€ 仿 ， 给 出 的 单 参 数 变 换 
群 X 攻 一 0 之 + 之 00)。 记 一 5S(x)1S(#)E 只. 于 是 因 cx 一 
Xrao: M" 一 M*， 且 Tz 仪 由 xo 组 成 ， 容 上 的 轨 线 {XX) +€ 
《一 00,00)} 的 w- 极限 集合 A 包含 在 喀 。， 区. 

我 们 说 Ai 门 ( 客 , 一 《 史 U 客 ,+) 一 0 事实 上 , 设 相反 地 ， 
在 在 一 序列 人 (2z)} 收 仇 到 me 哆 。 一 ( 安 ,,-U 客 ,+)， 其 中 
im 一 。 汐 虑 Bi(#) 及 C-(#) 同 定 理 4.10 证明 中 ,我 们 仍 


有 《4.14) 及 (4.15)。 于 是 因 Xi(z) 一 SC$(xz)) SCp,《#)) 川 而 
2 为 Fw) 中 与 Shez))》 正 交 的 # 一 1 维 子 线性 空间 ， 
从 急 * 上 单 参数 变换 群 下 (一 co 二: 过 co) 的 连续 性 、 易 看 出 
:人 《10) 有 直 和 分 解 (0) 一 FR AMDBF m0) 具有 性 质 
| ,eC#)ll | 多.(w)lexpCnada) 
对 所 有 xe .多 (xx) 及 1:&€ (一 00,00)， 
a SS l,m) expCnads) 
对 所 有 w€ 多 +) 及 (一 coyoco)， 
BY ze CC— (CG UE st) 在 (一 209,009) 上 是 《m4,d)- 正 规 
的 。 但 这 与 引 理 4.8 矛 耳 ， 这 证 明 断 语 , 从 而 有 
AiCG UB. 
显然 儿 ,- 及 中 ,+ 是 多 .中 互 不 相交 的 闭 子 集 。 于 是 从 
密 上 单 参数 变换 群 @《( 一 co <z < co) 的 连续 性 及 哆 的 紧 敏 性 ， 
并 据 系 3.2, 我 们 可 取 史 中 的 开 子 集 V_ 及 TY+ 使 
元 _CV_, 多 CV V_NV, 一 0， 
且 使 得 ，J@a 《wh 过 exp(madn12) 对 了 折 有 w EV., 但 8s(#)>> 
exp( 一 m4daf2) 对 所 有 wuE Vi。 义 因 AiC 客 ,,_U 儿 ,+， 疏 存 在 
s 之 0 使 得 半 轨 线 
”多 1 了 


0 一 {XCD ECV UV 
但 这 半 轨 线 是 连通 的 ， 所 以 必 有 
QianCV- 或 GapCTF +。 
于 是 若 guoCT+， 则 
和 se 上 ows CY > expC 一 esda/2)， 即 
LSCprsiaa CON > bsC $a lexpC —knada/ 2)E1S( pF, 
R= 1,2,3,..., 
但 另 一 方面 ,由 于 Ps 的 o- 极限 集合 仅 由 奇 点 % 组 成 ， 我 们 必 有 
im llSCKz))| 一 0， 这 是 一 匈 盾 , 它 证 明 


QuanCV., 
因而 对 任 一 ;之 5， 
So -wm 
SCprraes Cz)) | 一 SC Cx)) expC Rnadal 2), 
R= 1,2,3;..*。 
于 是 从 客 上 变换 群 P( 一 00 < 上 < 00》 的 连续 性 及 客 的 紧 致 性 ， 
易 看 出 满足 (i》 中 要 求 的 mz 及 ds 的 存在 ， 类 似 可 证 (ii》， 定 理 
4.11 证 完 ， 
对 任 一 x€ M*， 记 
F(x) = {u€ 名 limllodCol 一 0}, 
Pye) 一 tu€ sl im ow) ~ 0}, (4.16) 


显然 ,这 些 都 是 儿 , 的 子 线性 空间 且 
DPF) Fp) DAFICS)) = Frlplr)) 
对 任 一 1:€ (一 2;%》 
又 记 {5(x)} 为 由 5lx) 所 产生 的 多 ,中 的 子 线性 空间 ， 显然 
dim{SCx)} 一 1 或 0 按 *+ 为 8 的 常 点 或 育 点 而 定 。 者 % 是 5 的 
一 双 曲 背 点 ,从 系 3.2-(ii) 有 
F(x)— GIF + ry) -Giote 


好 


vi4n. 


定理 4.12 设 4 是 s 的 一 正常 集 。 命 了 为 5 的 一 常 点 €4. 
则 

(i) B= F(X)+ F(x) 十 SC )}， 

《ity {SCx)} DC_(x) 一 F_(%) 或 二 {5(x*)}BF_(z*) 按 轨 线 
P; 二 {$3)|t€E (一 00,%%0)} 的 w- 极限 集合 是 否 含 有 5 的 奇 点 而 
定 ; {S(z 夫 里 Crtz) 一 FAX) 或 一 {5(#))BFi(Y) 按 己 的 or- 
极限 集合 是 否 含有 5S 的 奇 点 而 定 ( 这 里 C_(x*) 及 Ci(*》 同 定理 
4.7 中 ,它们 都 己 多 ;3， 也 都 与 SCx*) 正 交 )， 

《iii》 存 在 数 tz 二 0 及 Ts > 0 生得 
Hr)NeioCn)ilexpC bt) 对 所 有 we F(x), :20 及 1 之 Ty, 
1 @ a) NG, Cn) expl 32) 对 所 有 we PE)，r<0 及 ! 字 Ta, 

证 记 p 二 dimC_(x%*)， 我 们 可 取 M "在 x 处 的 一 正规 ww- 标 
架 8 使 

projhp 一 SCx)/ SCx) |, projtmf E Cs) 对 1 4p. 

则 proj (8) 一 SCps Cr) /NSCBCx) Ns projit XCF) € 
C_(d(z)) 对 【< 扫 《Sp 考虑 3 以 有 为 基 的 线性 化 方程 组 
《Rs)《 风 [1, $1]) 它 可 写作 
dy ruvrfeni 0 
?RAD ’( 5 
cfKXEKC8)) 0 0 
= ,| ret) Oo 0 ) 
Qale) 
—0O0<i1< 00, yt E", (Rs) 
其 中 Ca) 是 请 十 1 阶 方 阵 。 我 们 有 : 09x) 是 三 角 式 方 阵 ， 对 
角 线 以 上 的 系数 都 是 0, 对 角 线 系数 顺 次 是 
diagaOp(t) = waCX#C8)), 大 一 1， 2 p+1, 
Oslt) 对 +t€E (一 00，%0) 连续 旦 在 【一 oo， 00) 上 有 界 ( 据 [1, 命 
题 1.4])。 我 们 于 是 考虑 方程 组 


至 一 了 0)， 一 co <i1< co ，56E Ett', (4.17) 
t 
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3 一 xz90i(0， 一 co ti 0 rE Er. (4.18) 
> : 


2219) = FI) B10), 7, St 0)), 
一 二 1 一 op， 
zi10) = Cg rstw), gtss0), +7 Cr, ww ))s 
一 把 二 了 < 00 
分 别 为 《4.17), (4.18) 的 解 千 0,0) = 二 vv 二 (vv, vt+!)， 
zt0,w) 一 ww 一 《ww ，-*…,1w?)， 于 是 , 因 对 人 性 一 wn€ 4， B41) 
对 于 正规 #- 标 架 半 (8) 来 说 的 坐标 ， 一 % 二 + 二、 是 《Rg) 
的 一 解 ( 匈 [1，$1]), 我 们 有 


户 + 1 


DAHs) 一 DC, wv)prolxt Cs) € {SC bl EY) 


”四 CCokz))， C4.19) 


D(H) 一 > zt(1 ,10 )projirXt (Cp) €E C_(plx)), (4.20) 


其 中 元 一 > okprojag，xwo 一 >) wproji448， 从 而 据 定理 4.7- 
太 三 1 k= 

《ii) 及 这 里 (4.20), 并 应 用 [1, 3l 理 3.5] 到 方程 组 (4.18), 我 们 

首先 可 得 出 结论 : 存在 数 8# 二 0 及 Ca 之 0 使 得 


To 3)ar < 5 对 所 有 s 宇 0 及 :这 Cs， 


1 


R=2, 3,.…, p+1. (4 21) 
现在 ， 假设 P; 的 w- 极限 集合 Ts 含有 5 的 一 过 点 ，。 据 定 更 
4.11 及 [1, 命题 1.3] 我 们 有 


+ 
工人 od 过 na 之 0 对 所 有 0 及 1 六 di 
0 


于 是 结合 《4.21) 及 (4.19), 并 应 用 [1,3 引 理 3.5] 到 方程 组 C4.17)， 
我 们 就 看 出 。 存 在 数 如 - < 0 及 Ts- > 0 使 得 


= 216 。 


lo eon) texpt a-7) 

对 所 有 we {SC(x)} 儿 C(x) 及 s 这 14， i 之 Tis_。 
从 这 式 子 显然 有 {SC(x)}BC_(x)CF_(x). 但 z= {5(#)} 儿 
C-(z) 引 BCz) 由 是 据 命 题 2.2-(ii) 及 B(x) 的 定义 《多 系 
4.4) 必 有 F(x) 站 BAAX) 二 (0). 故 F_Cz) 一 1SCz) 引 C-(Cz). 

其 次 ， 设 Ti 不 全 有 5 的 奇 点 。 则 因 Es 一 {pAx)|te 《0， 
0 )}UTs 是 一 紧 致 集 忆 4， 从 5 的 连续 性 ， 
0< inf so) sop, lsCx) < oo， 


这 蕴 洱 一 co <, inf log 【SC < sup, log ls < co ， 由 是 


sp | ez)ae | < oo。 
sét0, my 0 


因而 可 取 一 数 cs 之 cs 使 
i | (ocxyie(p?) 一 总 )ae'> 一 组 


中 


对 所 有 : 宇 0 及 :2c3， 
又 扎 (4.21) 显然 有 


工 | # 2 3 一旦 
(oz (8)) 3 )as = 3 
对 所 有 1 之 0 及 [4 & 一 2， 3 '**, pt 1, 
让 以 , 若 郑 虑 方程 组 
字 一 | ge) = 宝 ) —00 < < 0,3€ Erti, 

世代 赫 (4.17)( 这 盟 方 程 组 区 解 取 形式 z1,v)exp( 一 25s/3)), 则 
所 《4.19)， 并 应 用 [1， 引 理 3.5]， 可 得 出 结论 : {SsS(x)} 作 CC_(x) 
有 一 子 线性 空间 F-(#)，dimF“(x) 一 5， 且 存 在 数 此 -二 0 太 
T:- 之 0 使 得 


Iololen (二 二) < olexpCts-?) 


对 所 有 we FX) 及 s 宇 0, tz 之 了 Ts_， 


*。2t? 。 


由 是 
Noe) Ns lon) lexpC da_#) 
对 所 有 we F(x) 及 :s 守 0， i 之 Ts-， 
其 中 to_ 一 十 28213 < 之 0。 显然 F(z) 忆 F_(z); 如 上 段 末 
所 证 ,我 们 仍 有 F(x)C1SCx)}BC_(#). 但 5S(x) 不 EF_(x) 
《 因 Himl5Cp《x) 弟 >> 0)。 于 是 易 看 出 F(z) 一 FF-(z)， 从 


Wm {SC DCR) = {SF DF CF). 
类 似 可 证 : 存在 数 5z+ 二 0 及 Ta+ 之 0 使 得 
|@s 0)lelo Ca) erpl b+:) 
对 所 有 ut FAX) 及 se0, i>Toys 
且 1S(x)}DBCH(F) 一 Fi(#z) 或 二 {SC(x)jBF_(x) 按 Ps 是 否 
含有 5S 的 奇 点 而 定 。 取 如 一 Max{tz_， tat} 及 Tr 一 max{Tz_， 
Ts4} 即 完成 定理 4.12-(ii) 及 Gii) 的 证 明 。 Ci) 也 成 立 ， 对 
Gr {SFI BCCAF) EF CE = {SCE)} + FX)+PICY). 
定理 4.12 证 完 。 
对 任 一 xE M， 记 
D(x) 一 {ue€ Bllimlyu)t — 0}, 
PH we BD, lm ls 0}. (4.22) 


显然 这 些 都 是 锡 . 的 子 线性 空间 , 且 

由 人 《D_(Cz) 一 也 -Ce(s))，gt(D+OcD ) 一 Dp) )， 

对 任 一 ?€ (一 00,00)。 
据 命 题 2.2-(iii?， 定 理 2.6, 系 4.4 及 定理 4.7 易 检验 : 车 4 是 8 
的 正常 集 , 则 
Dx) = C_(x), Dy(x) ~ Crlr), 对 rE ANM. 
(4.23) 

系 4.13 对 于 M* 中 在 由 一 o < 万 :< 0) 下 不 变 的 闭 子 
集 4, 下 面 三 个 条 件 等 价 : 

ti) 4 是 5 的 正常 集 。 

《ii)》 5 的 每 一 属于 的 奇 点 都 是 双 曲 的 ， 且 对 5 的 每 一 常 点 
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€ A, 我 们 有 BB, = D(x) + D(x), 

(iii) 对 每 一 xE A， 我 们 有 ;一 F_(x) 十 Fr(x) 十 
{S(x)}, 

证 设 (成立, 则 有 《4.23). 由 是 据 系 3.3 及 定理 4.7, (ii) 
成 立 、 其 逆 ， 设 《ii) 成 立 。 则 据 定 理 3.1，5s 的 每 一 在 4 内 的 厅 
点 不 E15S)U Ob(5)， 又 5 的 每 一 在 A 内 的 常 点 也 不 & O55)， 
从 而 不 E 1(S)U O05(5)。 这 是 因为 :对 任 给 的 w€ 贸 ,，x EM， 
《ii) 萤 洱 存在 # ED_(x)UDi(x) 使 # 一 wx€ xn; 由 是 据 命 题 
2.2-(ii)， 这 两 个 极限 式 limlly,C 一 0 及 lim lw) = 0 


中 至 少 有 一 个 成 立 。 

设 《i) 成 立 ， 则 据 定理 4.12, 系 3.3 及 系 3.2-(ii), 《iii7 成 
立 。 其 逆 , 设 〈iii) 成 立 ， 则 因 任 一 x € 1(5) 蕴涵 9, 对 所 有 :36 
《一 2 ,co) 在 名 。 上 都 是 恒 同 变换 , 故 4 间 1($) 一 0、 又 对 和 任 给 
的 x6 幼 *, (iii) 殖 池 存在 # EF_(s(w))UFiColw)) 使 二 一 
号 # 正 交 ;由 是 据 命题 2.2-\ii)， 这 两 个 极限 式 lim Cw) 导 二 0 


及 lim | dz 一 0 中 仿 至 少 有 一 个 成 立 . 故 也 有 A 站 0&(5) 一 
0。 系 4.13 证 完 。 


$5. 正常 集 的 线性 理论 ( 续 》 


仍 如 辣 前 节 , 考 碟 M" 中 任 一 个 给 定 的 , 在 p$《 一 @ 一 
co ) 下 不 变 的 闲 子 集 4. 在 A 是 5S 的 正常 集 这 情况 下 ,对 于 5 的 奇 
点 或 常 点 x&€ A， 考虑 分 别 给 在 $53 未 及 系 4.4 中 的 ， 儿 ,的 子 线 
性 空间 B_(x)，B+(*), 
| 设 下 是 5S 的 一 正常 集 。 我 们 将 可 以 看 出 4 具有 较 清楚 的 构造 

局 型。 为 此 ,对 任 一 *E4 记 
gr(%) = nn — dimB._(x) — dimB,(x), 
称 为 * 的 梯 数 。 据 《3.10) 及 系 4.4-(ii)， 显 然 0<gr(x)< 委 nm 生 
gr(%#) 一 0 当 且 仅 当 * 是 5 的 一 奇 点 ， 对 任 一 x€ 4， 三 联 数组 
CgrC#), dimB_(x), dimB1(x)) 


so 


将 称 为 + 的 梯 玲 ， 若 x€ 4 的 梯 型 为 《p， gr)， 划 请 十 2 十 
r+ 一 n。 对 任意 的 整数 p 空 0，40，r 志 0，p 十 494 十 rr 一 #， 记 
La 一 {xze Alz 的 梯 型 —(p,9,7)}, 


La 
4 一 UU A ,> 
Cp’ 了》 
top 


F(A.,) 一 UU A ,re 
p<prqa’ rr 
于 是 4 分 解 成 互 不 相交 的 诸 A,, 的 集合 和 。 
定理 5.1 设 A 是 5 的 一 正常 集 。 命 如 ，47,。 等 给 出 如 上 . 
则 在 序列 
= AiCACAC.-.-..CA"= A 
中 ,我 们 有 
(i) 每 一 4 都 是 4 中 一 闭 子 集 , 每 一 4 以 及 每 一 如 9,,， 都 在 
$ 必 一 00 之 1 之 oo) 下 不 变 ， 
《ii》 Mept+l 一 hp 一 U ett 且 每 一 Az+! 在 ArPt! -一 A 中 开 ， 


《iii) 每 一 如 + 在 he?t! 中 的 边缘 化 包含 在 有 (如 如) 内 ( 因 
而 也 包含 在 4? 内 ), 

证 考虑 必 革 (人 放 十 1 关 0) 中 一 序列 {zt， 它 收敛 到 xe A. 
我 们 证 *e 4*+ 车 * 是 5 的 奇 点 ,; 则 ze 加 , 因而 也 《 det， 设 
* 是 常 点 ， 押 系 3.3，S 所 有 € 4 的 大 点 都 是 双 上 有 曲 的 ,因而 A 至 多 
只 含有 5 的 有 限 个 数 的 奇 点 。 因 此 、 可 设 每 一 x 都 是 3 的 常 点 ， 
由 是 p 二 1 > 0， 考 虚 

B(x)}, Blw); B(xi), B(x ), X=1, 2, 3; 

8_《x) 介 多 是 多 ,中 一 个 球 (其 维 数 二 dimB_(x) 一 1),CH.(A); 

同样 ， 了 -ztD) 门 咏 是 多, 中 一 个 球 CH(4)。 因 um XE 

一 *+， 上 必 从 变换 群 吾 ( 一 o 过 上 <co) 的 连续 性 及 B_(x)， 

8_《z4) 的 定义 ( 见 系 4.4)， 姐 看 出 集合 序列 {B(xi) 几 多 } 上 收 
“10， 


艇 到 B_(x) 几 族 ?， 因 而 dimB._(x) 守 dimB_(xi) 一 9。 同样 可 
看 出 dimBi(x) 守 dimBi(xi) 一 +。 所 以 x€ 基 一 A%,v 其 中 
Pp 十 1, 9 守 4， rr 之 1r， 从 而 ze A?T。 于 是 易 看 出 每 一 A#+ 
在 4 中 国 《P 十 1 之 0)。 

在 上 面 证 明 中 ， 也 可 腹 出 如 相 在 hr" 一 A? 中 闭 ; 于 是 因 
4 是 有 限 个 数 互 不 相交 的 A8+ 的 集合 种， 加 ,也 在 4?+ 一 
A 中 于 ,这 给 出 (i)。 也 昂 看 出 (iii). 

若 9p 之 0， 则 态 , 由 3 的 一 些 常 点 组 成 ;从 系 4.4 即 看 出 4 
在 $X《 一 co < < oo) 下 不 变 . 若 一 0， 则 4?， 仅 由 3 的 一 
些 奇 点 丝 成 ; 据 $ 3 来 所 述 , 这 样 的 不 变性 也 成 立 。 定 理 证 完 ， 

定理 5.2 设 4 是 S 的 一 正常 集 ， 命 43， 给 出 如 上 .由 对 任 
给 的 一 点 xE 4 户 盖 0， 针线 {$B 人 x) liE( 一 ,90)} 的 or- 极 
限 集合 包含 在 hp4o_yzU hprg.， 内 ; 它 的 a- 极限 集合 包含 在 
tritU dp+t 内 。 

证 因 p 之 0，x 是 5S 的 一 常 点 E 她 r。 设 加 一 Hm pul*), 


lm 一 co , 先 设 zo 是 5 的 一 常 点 。 则 据 定 焉 4.3 及 系 和 4, Bs(Cx) 
人 多 CHA4)， 且 CC- 用 一 ( 弗 8) 站 咏 是 一 紧 敏 


集 了 (4)UD_(4); 由 是 所 定理 2.6 及 多 上 单 参数 变换 拜 销 
《一 0 < 一 co) 及 6(w) 的 连续 性 ， 鹃 .， 中 有 子 线性 空 疝 
B(xw) 及 B(xwo), dm 有 (rm 一 dimC-m) 一 2 一 1 一 r， 
dim 互 (xm) == dimBi(xo) 二 r+, 上 且 { 有 一 子 序 列 , 使 得 4) 中 
的 集合 序列 卉 Con 入 ) 让 及 二 (3 站 咏 )} 的 相应 
子 序 列 分 别 上 路 化 到 B(xo) 站 刻 及 BCxo) 人 间谍 ,从 而 Bx)CS 
B(x), Bilx CCBAx), 和 dimB(x) t+ dimBi(x)En 一 1 
故 B_(x0) 一 B(xo)， B(x0) 一 BACxo)， 这 给 出 xo€ y+qi。 
其 次 , 设 x 是 5 的 一 奇 点 , 则 z 是 一 双 曲 琳 点 .考虑 P_(z) 一 


1) 在 一 党 致 可 度量 空间 中 一 储 合 序列 {N} 吧 作 上 站 证 到 一 冉 于 集 召 。， 如 兴 
对 五 的 每 一 邻 域 如 存在 一 太 使 得 只 要 下，。 即 有 有 CU， 


ZI， 


{5(x)} 儿 C_(x)( 看 定理 4.12)， 我 们 可 取 {#} 的 一 子 序列 使 得 M" 
的 单位 切 球 从 光 中 的 集合 序列 {0 F(x)) 间 多} 及 全 (B14(*)) 
nn 沈 } 的 相应 子 序 列 分 则 上 收 答 到 F_(x) 几 客 及 B(x)1 多 ， 
其 中 下 (xzo) 及 B(x。o》 都 是 多 。。 中 的 子 线 性 空间 ，dimB_《x。) 
= dimP_(x) 一 x 一 +，dimBj(xw) 一 dimB4(x) 一 +r， 易 看 出 
《F(x)) 与 于 (Bi(x)) 正 交 ,因而 (40) 与 互 t(m) 正 交 ; 
由 是 i F_(x)DEB(Cxr)，。 又 据 定 理 4.12, 系 3.2-(ii)， 定 
理 2.6, 变换 群 BA—00 ?< co) 及 型 (《 一 co 一 了 < 00) 的 连 
续 性 ， 有 了 (2CG 且 BHA) 几 雍 CH(A)， 由 是 可 应 用 
命题 2.2-(ii) 导出 F(x) Pt Cs 因而 B(xo) 2 Bi:(xo). 这 给 
出 me 4*+er 这 样 ， 我 们 就 证 明了 扫 线 {$Cx)|t€E 《一 co ,00)} 
的 o- 极限 集合 包含 在 +9_orU 44 内 类 似 可 证 它 的 a 
极限 集合 包含 在 4?prr-iU 4h4,p+t 内 。 定 理 证 完 ， 

结合 定理 4.10， 我 人 有 

系 53 设 4 是 3 的 一 正常 集 。 迁 给 x€ 4 ，p> 0。 则 

Ci) 雪线 P, 一 {g(x)1ieE《 一 00,00)} 的 wo- 极限 集合 T, 包 
含 在 hptgwr 或 名 +49-us 内 , 按 T 了 ,是否 含有 5 的 麻 点 而 定 . 

《ii7 P, 的 c- 极限 集合 rT: 包含 在 Mopte 或 A ptel 内 ， 按 
DTx 是 否 含有 $ 的 奇 点 而 定 . 

系 5.4 设 4 是 8 的 一 正常 党 。 则 

(i) 若 对 于 一 点 x€ 4 M， 轨 线 {$Cw)1iE《 一 00,%0)) 的 
w- 极限 集合 了, 忆 44,,， 而 它 的 a- 极限 集合 PC 4 ， 则 态 ., 门 
49 = 0, 

(ii》5 没有 这 样 的 轨 线 , 它 经 过 一 常 点 € 4， 且 它 的 w- 极限 
集合 及 o- 极限 集合 合 有 3 的 同一 奇 点 . 

证 设 对 于 一 点 x€ 436m，2 之 0, 我 们 有 PT 及 工 :都 所 49。 
〈 对 于 其 9 及 rr)， 则 所 上 述 系 ，9 一 十 go 且 9 一 4o。 但 这 不 可 
能 。 这 给 出 (i)， 从 (i) 即 得 (ii),。 

系 5.5 设 P 是 8 的 一 周期 轨道 。 则 P 了 是 双 曲 移 ? 当 且 仅 当 


4 如 通 光 ;5 的 一 周期 轨道 思 作 双 曲 的 * 如 果 它 所 有 特征 指数 的 绝对 秆 都 地 1 


»222* 


PNObCS) 一 0。 

证 命 T > 0 为 P 的 周期 。 和 任 给 x&€P。 设 PP 是 双 曲 的 。 则 有 
直 和 分 解 急 , 二 妇 ,- 鱼 多 ,+ 在 线性 变换 gr| 多 :多 ;天 急 , 下 
不 变 , 使 得 

lim grakw) 一 0 对 所 有 we 多 ,.， lm lortw)l 一 0 对 


所 有 we 多,+。 由 是 据 了 的 紧 致 性 及 变换 群 $i( 一 0 < 之 co) 
的 连续 性 ,并 应 用 系 4.13-(ii) 即 看 出 PN 058《3) 一 0， 其 逆 , 设 
PN O5bCS) 一 0。 则 据 系 5.3，A4A 一 PP 的 w- 极限 集合 和 可， 从 而 
由 一 下 这 给 出 急 ; 二 By(x) 甸 BB_(x) 二 C_(x) 角 C+(x)， 由 是 
据 定 理 4.7, P 是 一 双 昌 局 期 轨道 。 证 完 ， 

设 mo 是 5 的 一 双 曲 闸 点 。 考 虑 方程 组 


人 7 一 yd4dr，y6 Br, (5.1) 
At 


其 中 4 为 8 在 和 处 (在 一 局 部 坐标 系 下 ) 的 Jacobi 方 阵 ， 它 的 
所 有 特征 根 实 部 都 关 0。 用 Grobman-Hartman 定理 ,可 取 E* 在 
原点 0 处 的 一 有 界 邻 域 玉 ,，M" 在 *% 处 的 一 邻 域 Wo 及 一 拓扑 
变换 
hiWi> Wos hCWI) 一 Wo, (5.2) 
它 保 相 ， 即 若 命 yi,w)、 一 0 过 + 过 00，, 为 (5.1) 的 解 使 yC0， 
w)— w, NAA,w)) TE pAAUw)) 对 于 w EW 及 Hi,w) EE 
Wi, 
. 定理 5.6 设 4 是 3 的 一 正常 集 ， wo 是 5 的 一 奇 点 & A 则 Xo 
在 M* 中 有 任意 小 的 邻 域 V 具 有 性 质 : 
(i) 若 x€ ANV 且 对 于 某 一 ">0, $lx)€ M" 一 Vs 则 正 
半 轨 线 {8,(w)1i€ 《i,00)} 不 再 与 了 相交 。 
(ii) 若 xeAny 且 对 于 某 一 <0，b(s)eM 一 站 ， 则 
负 半 雪线 {1qikx)1ze( 一 055?} 不 再 与 了 相交 。 
证 据 系 3.3，m 是 双 晤 奇 点 。 考 虑 方程 组 《5.1) 及 拓扑 变换 
#;Wi 一 W, 同 (5.2)， 为 方便 , 换 坐 标 系 后 ,可 设 44 取 分 块 形式 
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A 0、 
的 Be 


其 中 A; 是 gj 阶 方 阵 , A 所 有 特征 根 实 部 都 < 0, 而 4; 所 有 特征 
根 实 部 都 > 0. 把 任 一 ?6 五" 写成 了 一 (pri(y), priCy)), pri(y) 
€ E;。 于 是 对 (5.1) 的 解 yt,w) (X40,w) 一 ww)， 我 们 有 
PriyCis 0) = (priw)exp(1A}), 1 = 1,2, 
对 任 给 的 之 0 及 5 之 0， 记 

H(E)= {yeé E*|lpriyl = §, priy = 0}, 

HAE) = {y€ Ellpriy — $, priy 一 0}， 

DIS 一 {y(t,w)E Elwe HE), > 0}, 

DAE)— {yr,w)€ Elwe HE), + < 0}, 

E(E,6) = {ye€ Ell|priyl ~ 8, prayll < 6}, 

EAE£,8) 一 {ye Er"|llpr2yl| = §, ||priyll < 6}, 

GES) = {y(1,w)E Erlw Ee ElCE,6), 1 > 0}, 

GAE,8) 一 {y(t,w)E E"|we EAs,6), + < 0}; 
易 看 出 

GE,6)— (OUDCEIU DAEIU [GE 5) NGE, 5)] 

是 E” 中 原点 0 的 一 邻 域 。 考虑 和 在 M” 中 一 任 给 的 邻 域 W，。 
显然 ,我 们 可 取 上 > 0 及 5 之 0 使 得 将 G(5 5) 在 E” 中 的 
闭 包 喘 至 人 钞 , 作 W 内 。 特别 地 ， 

ACH(OEYU HAE) CA ECE ED)U EAE, SIC WNW, 
显然 ， 从 E15,5)U Ex#,5)) 中 的 点 都 是 5 的 常 点 . 

我 们 说 ， 当 54+e(0;5》 充 分 小 时 ，F+ = hG(E,54)) 具有 
定理 叙述 中 的 性 质 (i)， 事 实 上 , 设 祖 反 地 , 这 论断 不 成 立 ， 则 握 
拓扑 变换 上 的 保 相 性 质 及 GE 5)》 的 构造 法 ,存在 不 ， 中 一 序列 
的 点 {xx} 及 两 个 数 序列 {54}，{zx} 满足 


pa(xa)E ANB (Ea(E, 元) 
puma)e ANA(E (Es 
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下 站 人 人 0 大 一 1 23，- 
由 是 握 已 (5) 及 Hx ) 的 紧 致 福 ， 序 列 {Cx4)}，{palri)} 
中 有 收 竹 的 簿 序列 分 别 政 伍 到 ANACHAE))，4 介 记 栈 ()) 中 的 
点 ;并 且 为 方便 ,不 护 设 {x4)} 及 {$a(x4》} 自身 是 收 伊 的 ， 
且 
lim bal ze) 一 天 一 pw)E A, we HE), (5.3) 


lim blx)— = Mv)eEA, wenHlE). {5.4) 


但 方 阵 4, 的 所 有 特征 极 实 部 都 > 0, 因而 对 于 we Hi(#)， 
lim yr,w) = 0; 由 是 轨 线 {pbx eC—o, oo 外 的 a- 极 限 


集合 仅 贞 组 成 。 这 以 及 系 5.3-(ii) 给 出 
dimB_ (x) 一 dim 有 (xz 二 天 一 中 一 人。 
类 似 可 看 出 
dim 下 7) = dimBi(%) = gq. 
据 系 4.4, 定理 2.6-(v}， 命题 2.2-(i)》 及 命题 2.3 我 们 有 
[VAN 2 ,C0) lexp(—s4) 
对 所 有 we B_《*)，s 守 0 及 :1 完 s 
[rN 之 Ca) exp(—#4) 
对 所 有 wE Bi(*),s 宇 0 及 dh， 
于 是 所 (5.3), (5.4) 及 狐 上 单 参 数 变 换 群 宣 ( 一 ce 过 1 之 co) 的 
连续 人 性 ,存在 充分 大 的 和 一 《 使 得 对 于 zx 一 中 (ztr) 及 敬一 
4 《zte)， 色 s。 中 有 于 线性 空间 Bs 且 多 中 有 学 线 性 空间 B 
满 忠 昌 求 
dimBx 一 dimB_(x) = gq dimB’, = dimB.(x’) 一 9， 
[ekw) 守 faljexp( 一 dma12) 对 所 有 ze Bs， 
I Cw)| 之 alexp( 一 dmaf2)〉 对 所 有 we 8%。 
但 据 命 题 2.1, 对 于 14 一 7164 一 tts (8x) 也 是 多 中 一 4 
维 子 线性 空间 。 于 是 因 
外 十 4 一 世人 dim 纪 ,一 和 一 1， 
必 有 一 wx e Bx jluxll 一 1 ， 使 得 -Cnx) 5 By, 换 旬 话说 ， 我 
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们 有 HE Bis laxl 一 !， 使 得 
| Cw) 之 Tsjjexp( 一 ru/2》 
且 
| 严 _。 | 之 | Cr) exp(— dayaf 2)， 
其 中 二 4 一 44 之 0。 但 这 将 引出 与 定理 2.6-(v) 相 了 矛盾 的 
结论 ， 这 了 矛盾 证 明 我 们 的 断 语 。 

类 似 可 证 ， 当 5 E (0;5》 充分 小 时 ，T7 -一 AG(E,5-)) 具 
有 定理 叙述 中 的 性 质 (ii)。 所 以 可 取 充 分 小 的 %t (0,5) 使 7 一 
A(G(E,5,)) 满足 定理 结论 中 要 求 。 定理 5.6 证 完 。 

对 于 M* 中 在 4 一 oo <!1<oo) 下 不 变 的 闭 子 集 4， 记 
Q4 为 和 一 co < < co) 限制 在 4 上 了 的 非 游 功 集 。 显然 2， 
包含 S 所 有 属于 4 的 奇 点 。 

系 57 设 4 是 5 的 一 正常 集 。 则 3 的 每 一 属于 4 的 奇 点 都 
是 94 的 一 孤立 点 。 

证 设 加 是 5 的 一 奇 点 &E A。 则 % 是 一 双 曲 奇 点 ， 考 虑 拓扑 
变换 4: Wi 一 W。 同 《5.2) 中 ， 握 的 保 相 性 及 WF 的 有 宰 性 ， 
易 看 出 W。 不 含有 5 除 和 以 外 的 任 一 整 条 摇 线 。 又 取 和 % 在 M" 
中 的 一 邻 域 了 ， 它 的 闭 包 吾 包 含 在 W, 办、 且 它 具有 定理 5.6 所 
述 的 性 质 《〈iD 及 (ii)， 

于 是 , 若 meETYn4， x 关 为 ， 则 或 存在 一 + 之 0 使 (x) 
€ M" 一 时， 或 存在 一 +_ 二 了 使 pp_(x1)€ 对 "一 五 。 用 定理 5 6- 
(i) 及 《ii) 及 变换 群 四 ( 一 2 二 上 < co) 的 连续 性 ， 可 看 出 x 
不 & Q4， 证 完 ， 

下 面 定理 补充 定理 4.7， 

定理 5.8 设 A 是 5 的 一 正常 集 。 任 给 x€ 不 。 则 

《i) 我 们 有 极限 式 

tm + st(C_(pAAD)N DB) = —%, 


ln C+ (Css) ND) 一 oo。 
Qi) BZ, C(x)IPBC4le) 且 
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Hop CON < pn) exp Cat/2) 

对 所 有 we€EC_Cx) 及 ssE (0,00), :2 es 
oN < yp, ) exp Cat/2) 

对 所 有 ww€ Cilx) 及 sE( 一 9,00), 1 完 01 

证 所 定理 4.7, 这 里 (ii) 可 直接 从 xé A! 这 假设 及 (时 
出 .只 余 证 ()。 

因 x€ 术 ， 敬 dim(C_Cz)NC4Cx)) 一 0, 由 是 C_(x) 们 儿 
与 C+(x) 首 多 是 多 。 中 不 相交 的 紧 致 子 集 。 这 药 涵 存在 一 数 
1 > 0，%; < 1， 使 得 

Cm ws)| < 对 所 有 EC_O2) 首 声 及 EE Ci) 站 多 
所 以 任 一 wn€ C_(x) 几 必 可 表 成 w 一 ww 十 s" ,其 中 EB_(x)， 
WE€ C4lx)， 满足 1 守 上 中 实 检 一 (1 一 尼 )# >> 0.。 从 而 应 用 
命题 2.2-(iii) 及 定理 2.6, 我 们 有 

AAO 之 la) 之 lexp(C 一 oar)》 Asexp (—nat) 

对 所 有 zwe C_(Gs)n 吃 及 5 ds {5,5) 
其 中 4 < 反 0， 

设 相反 地 ，, 定理 中 第 一 个 极限 式 不 成 立 。 则 据 (4.7) 易 看 出 ， 
存在 一 数 m%， 及 两 个 序列 的 数 {t4} 及 从 导 :以 及 C-Gxn 芒 中 
的 序列 {ak}y 满足 

lim 0 十 > 3 CH) € HI*CA), 
其 中 
Ht baa) /bata EC_Cp le)) gS, 
《一 1，2，3，…… 
又 据 变 换 群 (一 oc 和 1< oo) 的 连续 性 及 Cn 二 的 紧 臻 
性 , 可 取 一 数 友之 0 使 pe 委 浆 对 所 有 wE CC) 们 几 . 
于 是 应 用 命题 2.2- Qii》 及 定理 2.6, 对 于 充分 大 的 我 们 有 
ee 一 lp sz > Ca 
> exp(—nali 一 7)), 
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因而 leD1 < losGeoDilexp (na 一 加) 二 元 exp (na 一 
xD》， 这 以 发 tm 下 一 一 oo 将 引出 与 (5.5) 相 矛 盾 的 结论 . 这 证 


果 第 一 个 航 限 式 。 类 似 可 证 第 二 个 极限 式 。 定 理 证 完 。 

设 4 为 3 的 一 正常 集 . 命 红 为 3 所 有 具有 下 述 性 质 的 常 点 
xfe 及 作成 的 集合 , 即 , 软 线 {四 x)1ieE 《一 00，00)} 的 w- 极限 集 
合 及 cc- 极限 集合 都 不 含有 5 的 奇 点 。 显 然 9 在 4 一 o 二! 二 
co) 下 不 变 ， 

定理 5.9 设 4 为 3 的 一 正常 集 ， 则 

(i) 9*y 是 4 中 一 闭 子 集 , 且 对 每 一 x+《 204,， 猴 : 一 FP_(x) 人 名 
F(x) PD{S (x)}. 

(ii》 在 在 数 4 之 0 及 pn 二 0 使 得 对 每 一 x€ 4， 

80) < 4atlaliexp(pat) 对 所 有 w€ F_(x) 及 1 空 0， 

8 所 Xtallullexp(pat) 对 所 有 we Filx) 及 +t 之 0; 

(5.6) 
3 在 8* 上 具有 双 曲 型 构造 ， 

证 据 8# 的 定义 及 定 塌 4.12, 对 每 一 x€ Gy 我 们 有 鲍 : 一 
B_(x BBLr) = CPBCI(Cr), 是 ,= F(X)BPBFIF)D 
{1S Cx)}。 振 系 5.7 可 取 旋 在 对 ”中 一 邻 域 玉 使 克 几 9. 一例 . 
于 是 因 过 每 一 *e Q% 的 轨 线 {p(x)1tE《 一 00;00)} 的 中 及 a- 
极限 乏 合 都 CQ4 一 如 ,用 引 理 4.9, 系 4.4, 定理 2.6 及 定理 5.1， 
兄 看 出 2 在 4A 中 闭 ， 

我 们 将 指出 ,对 于 xe 2Q7 来 说 ,给 在 定理 4.12-(iii) 中 的 数 
,及 Ts 可 如 是 取 使 得 它们 仅 由 4 确定 。 由 是 所 变换 群 8,; 多 一 > 
多 (一 0 和: < oo) 的 连续 性 及 球 从 多 的 紧 致 人 性， 我 们 可 立即 看 
出 这 里 (5.6) 成 立 对 于 某 Di0 及 2<0. 

为 此 ,对 每 一 xt 83 取 MM 在 * 处 的 一 正规 z- 标 扣 使 
Projp: = SCx)flSCx), 有 proji+np:E C(x) 对 1 < 魏 帮 魏 
dimC_(x)， 并 对 每 一 这 样 的 8 一 8。 考 虚 方程 组 (4.17) 及 (4.18). 
因 8* 在 A 中 闭 , 且 不 含有 5 的 奇 点 ,所 以 
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0 < int SO < sup lS C0 < %, 


pe ED 
从 而 有 
sup JaGge))ar| < oo. 
又 lprojts 交 821 < 16eproias 共 (8:7) 上 ( 见 [1, 命题 1.11)， 
1 三 所 dimC_tx)， 所 以 拟定 娃 5.8-(ii) 有 


x ORGdimC _(*) 
EC—P, te 


党 
sp + | ok CSv(8D) de < 王 ， 


并 且 RrCz) 作为 《1,7) 的 方 阵 冰 数 ,在 《一 c2 ,so》x 多 ”上 有 
界 ( 见 [1， 命 题 1.41)。 我 们 于 是 用 4.12-Ciii》 证 明 中 同样 方式 ， 
并 引用 [1, 引 理 3.6]， 可 得 出 结论 : 存在 数 5&4_ <0 及 了 ->0 
使 得 上 8,4.Cw) 志 上 HDs(w)lexp 《5&4_t) 对 所 有 w€ FPF_(x), x*€ 和 
s 闻 0 及 1 守 T,_。 同样 可 证 ， 存 在 数 ga+ <0 及 Ts4+ 之 0 使 
得 80 志 上 @s(Cw)l|exp (54+t) 对 所 有 we Fi(x)， x€ QO 
5 守 0 及 :之 了 ,,, 这 样 就 可 看 出 满足 (5.6) 中 要 求 的 2 > 0 及 
x4 和 0 的 存在 又 @AP_(x)) 一 下 -CeGz)) 及 DFC4)) 一 
F(x)) 恒 成 立 。 故 5 在 9f 上 有 双 曲 型 构造 ,证 完 ， 

注 要 使 §$ 在 对 ”中 一 不 含有 奇 点 的 闭 子 集 F 上 有 双 曲 型 
构造 ,了 照 目 前 一 般 文献 中 仍 经 常见 到 的 说 法 4 比如 [2] 中 所 引述 的 
那样 ), 除 开 部 分 从 1F 须 有 直 和 分 解 , 它 在 @,( 一 0 < < co) 
下 不 变 , 且 满 足 像 这 里 《5.6) 一 类 的 不 等 式 以 外 , 还 要 求 这 直 和 分 
解 是 从 分 解 . 但 实际 上 ,从 分 解 是 其 他 条 件 的 白 然 结论 ,也 极 易 推 
证 ， 不 访 仍 取 这 里 的 Gy 为 例 ， 据 定理 5.1, 0% 分 减 彼此 互 不 相 
交 且 都 在 bi:( 一 co 二 上 < 0) 下 不 变 诸 闭 子 集 24(4,r) 一 23 
心 ,r 的 集合 和 ， 考 虑 一 任 给 的 94ssr)。 明显 地 ， 对 所 有 x# 
2 区 9sr)， 咯 。 中 的 子 线性 空间 F_(x) 及 F(x) 部 分 别 具 有 相 
同 的 维 数 4 与 ">。 考 虑 部 分 从 留 13 区 9r) 的 直 和 分 解 

CI ON) GEG) BCG) OCGEN(I,r)}, 其 中 
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多-(9 门 一 JEF CD 名 (9 一 \ Fr), 


rE QR(gur) A gsr) 


Gq r= {SCx)}. 
rE ON(gr) 
显然 这 分 解 在 B 必 一 % 过 :< co) 下 不 变 。 要 看 出 这 是 一 从 分 
解 ,只 须 证 明 , 一 任 给 的 me Qi(9,r) 都 有 在 8*(g,+) 中 的 邻 瑾 
DU_ 及 +， 其 上 分 别 有 到 9- 标 架 从 U4 及 +- 标 架 从 入 ,的 
截面 
f_:U_— 人 2,, fi:Ur— 2, 
使 得 projif_(《x) EF_(x) 对 1 所 多 志 9，Pprojif+(x) EE Filx) 对 
1 和 天安 r。 为 此 :考虑 以 M"” 为 底 空 间 的 Grassmann 从 E14, 这 
从 在 任 一 点 x€ 对 "处 的 纤维 是 由 名, 中 所 有 4 维 子 线性 空间 构 
成 的 Grassmann 流 形 。M" 在 任 一 点 * 处 的 一 4- 标 架 张 开 名 ， 
中 一 4 维 子 线性 空间 ;这 给 出 一 个 从 映射 人 有 :一 Et， 它 有 局 部 
截面 ( 见 110]). 另 一 上 方面 ,由 于 (5.6) 并 据 客 上 变换 群 8B,( 一 % 
< <oo) 的 连续 性 , 易 看 出 g_(x) 一 F_(x) 对 xt OX(g, 7) 
给 出 2 的 9sr) 上 一 截面 8_.:0X(94,+) 一 I。 从 这 些 易 验 汪 所 需 
局 部 截面 f-_ 的 存在 。 类 似 可 看 出 所 需 局 部 截面 有 的 存在 ， 
现在 ， 我 们 顺便 可 给 出 关于 双 曲 型 构造 的 形式 较 简 单 的 等 价 
条 件 . 
系 5.10 对 于 MM” 中 在 bi 一 oo 二 :< 过 0) 下 不 变 的 闭 子 
集 A, 我 们 有 : 
(i) 5 在 A4 上 有 双 曲 型 构造 当 且 仅 当 
Fr FP_(rIBFiI(Y)DIS (对 每 一 xzE A, (5.7) 
且 在 这 情况 下 , 4 分解 成 互 不 相交 的 闭 子 集 入 及 0 的 集合 和 ; 
(ii》 在 A 不 含有 5 的 奇 点 这 情况 下 ，5 在 4 上 有 双 曲 型 构造 
当 且 仅 当 
DZ, = DD_(x)BDI(r), 对 每 一 x€ 4. (5.8) 
证 若 3 在 4 上 具有 双 册 型 构造 ， 显然 (5.7) 成 立 《〈《 见 [2， 
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41])。 其 逆 , 设 《5.7) 成 立 . 则 据 系 4.13，AN CC5)UOwe(5S)) 
一 4， 从 而 5 的 每 一 属于 4 的 奇 点 都 是 双 曲 的 ， 又 据 定 理 4.12- 
(让 ， 过 任 - 一 常 点 ze 4 的 轨 线 的 w- 极限 集合 及 oe- 极限 集合 都 
不 含有 5 的 奇 点 ， 并 且 客 : 一 C_(x#) 细 C+(x) 狼 {5(*)} 由 是 
急 ; 一 C_(*) 四 C+(#*)， 这 后 者 总 涵 5 4 故 ze 21. 用 定理 
5.9 即 看 出 8 在 4 上 有 双 曲 型 构造 。 

现 证 《ii?。 设 4 不 含有 8 的 奇 点 . 若 5 在 4 上 有 双 曲 型 构造 ， 
则 如 上 上 段 所 证 ， 有 勉 .= C_(x) 旬 C+(x) 对 xE€ 4， 结合 (4.23) 
给 出 《5.8)， 其 道 ， 设 《5.8) 成立。 则 据 系 4.13 ANCICSDU 
05(S)) 一 0, 从 而 有 《4.23)， 这 以 及 《5.8) 给 出 4CA4: 一 本。 由 
是 A 一 9#. 据 定 理 5.9, S 在 4 上 有 双 曲 型 构造 ， 证 完 。 

如 通常 ，$ 将 称 为 一 Anosov 系统 ,如 果 它 在 M” 上 有 双 曲 型 
构造 。 改 从 系 5.10 可 得 

系 5. 和 3 是 M* 上 一 Anosov 系统 当 且 仅 当 

GT— PF_(r) PDF) BIS()} 对 每 一 xc M°. 

末了 ， 对 于 M" 中 在 4 一 oo < 二 1 之 00) 下 不 变 的 闭 子 集 
4， 仍 考虑 由 (一 co 二 + < co) 限制 在 4 上 时 的 非 游荡 集 924。 

定理 5.12 设 4 为 8 的 一 正常 集 。 则 3 在 9。 上 有 双 曲 型 构 
造 , 且 存 在 数 和 <0 及 至 二 0 以 及 4 中 一 个 不 含有 3 的 奇 点 的 
闭 子 集 FQ C— 名 使 得 : 

只 要 x+ 是 5 的 一 常 点 EQ4,G_(x) 及 Git{w) 分 别 是 C_(x) 
作 饭 及 C4(*) 几 狐 在 多 中 的 邻 域 , 且 5% 是 一 数 之 44， 凤 有 一 
经 过 一 点 y€ 局 的 轨 弧 

{py) Ns C0,5)} CE, 对 — s€ (5s0,00), 
满足 要 求 
(i) 多 ， 有 直 和 分 解 纪 , 一 N_(y)BNy(ty), 是 
N_WNBTG_ 2), h,(N_O)NGBGETG CY), 
Ni: NTCGL(r), $NANW NBDETGY); 

(Qi) 对 任 给 的 : 守 0,1 守 d4 及 二 < 安 我 们 有 

pk) en) lexp (nf) 对 所 有 we -ty 
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9 之 p(w) lexp( 一 241》 对 所 有 ze N+Cy7 

证 取 #4 94f4。 又 取 24 一 《9af2、dx) 给 出 局 引 埋 4.6 
中 (对 于 % 一 m4/2 及 d = d4)， 要 给 出 Fs, 我们 考虑 D4 一 加 一 
心 ， 由 于 省 中 每 一 点 都 是 Qa 的 一 孤立 点 《条 5.7)， 故 0 是 A 
中 一 浅 于 集 不 含有 5 的 奇 点 ,EE 在 由 (一 co 二 :< 天 00) 下 不 变 .我 
们 于 是 取 84 在 订 ” 中 的 一 邻 域 U 使 它 的 闭 包 F 与 如 不 相交 . 
又 各 仅 由 5 的 一 些 双 曲 奇 点 组 成 ,内 而 仪 含 有 有 有限 个 数 的 点 x， 
X29 “9 Nps 据 引 理 4.9， 每 一 好 都 有 一 个 在 M” 中 的 邻 域 Vi; 忆 
M?” 一 且 有 一 数 生 >0 上 共有 性 质 : 只 要 % 是 5 的 一 常 点 €E Ti 
且 gr (ob) 及 r(x0)&€ 对 于 其 了 <0 及 TT, 之 0, 见 有 一 
点 如 一 priC ko), T_T TL,, 使 得 Sx) 不 能 在 (—é:8;) 
上 是 (waf2,d)- 正 规 的 。 于 是 命 


显然 ，F, 是 4 中 一 闭 子 集 不 含有 5 的 奇 点 ,，E. 室 ANFDANUDD 
名 1。 又 记 
£ = max{é', sz， 二。 
我 们 将 证 组 DCGy， 从 而 据 定理 5.9，5 在 8 上 有 双 曲 构 
造 。 于 是 因 如 由 S$ 所 有 在 不 内 的 将 点 组 成 ,而 每 个 这 样 的 奇 点 都 
是 双 申 的 , S 在 8 上 也 就 有 双 曲 构造 。 
为 此 ， 任 给 ye 4。 考虑 纷 。 中 的 子 线性 空间 B_(x) 及 
B; (x)。 因 B_(x) 作 B+(x) 一 《0)， 可 取 放 : 中 一 子 线性 空间 
百 _(x) 忆 B_ Kx) 使 
DD.,= B(x)OB_(x), 
于 是 据 系 4.4 及 定理 43， 了 B_(x) 作 狐 是 H(A4) 中 一 闭 子 集 忆 
(4)U (C4)，、 从 而 据 引 理 4.5, 我们 有 
sto (Bx) NS) < oo， 
又 据 非 游 涉 点 的 性 质 , 我 们 可 取 4 中 一 序列 的 点 {x4} 及 一 数 序 列 
{fx}，。 ti > 0， 使 
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人 
简 记 yi 一 p(xx)， 显然 可 设 
x yi€ ANU, KR 1, 2,3..., 
由 基 这 些 xx 及 yx 都 是 5 的 常 点 . 
因 Hmxi 一 +， 我 们 可 取 多 = 中 一 子 线性 空间 B_(xe), 其 
维 数 一 dimB_(x)， 且 多 中 集合 序列 {8B_(xf) 几 饭 } 上 收 伍 到 
8_(#) 站 多， 于 是 据 路 的 定义 《4.7) 及 定理 2.6-(iji)， 易 看 出 
下 (有 《zt 站 咏 ) 二 4d4 十 max{0,s*} 对 充分 大 的 不妨 设 这 不 
等 式 对 所 有 8 一 1, 2, 3, …… 都 成 立 。 于 是 据 定 理 2.6-(v)， 
01 所 ,Cw)]exp 《m44t》 对 所 有 
nt Batmartot CB (x)), s 守 0 及 
tdi; k= 1,2,3,.": (5.9) 
又 从 limys 一 *， 艺 看 出 多 中 有 一 子 线性 空间 县 _(xz) ， 其 维 
数 = dimB_(x)， 使 得 集合 斋 列 19KB_CztD)n 咏 } 有 子 序列 
上 收 和 伍 到 二 -Co 站 另 。 于 是 四 mn 一 00， 据 多 上 单 参数 变换 


群 于 (一 co 之 :1 之 o) 的 连续 性 及 (5.9) 并 应 用 定理 2.6, 我 们 看 
出 BB_(x)CB_ (Cx), 因而 dimB_(x) dimB_(x), KX.B_(x)D 
B_(x) 比 涵 dimB_(x) 守 dimB_(x}。 所 以 BB_(x) 一 B_Cx), 从 


而 
BD: 一 BI(x)DB_(x), 


亦 即 xze 下 一 省， 但 x€ 24， 而 B84 是 4 中 一 闲 子 集 , 不 含有 5 
的 盏 点 ， 且 在 由 (一 co < 上天 co) 下 不 变 。 故 轨 线 {g(x) |r 
《一 ，%0)} 的 w- 极 限 集 合 及 oe- 极限 也 都 不 合 有 8 的 奇 点 ， 由 
是 x 8x。 这 证 朋 C2i. 

任 给 5€ (一 0,0》)。 在 上 有 段 证 朋 中 ,既然 有 B_(x) 一 B_(x)， 
我 们 也 就 有 s* 一 一 co 《参看 《4.7) 式 ), 但 {B_《x0) 站 幻 } 上 收 
化 到 万 (cz 站 纺 。 故 从 变换 群 凶 ( 一 % 和 :< co) 的 连续 性 及 
刻 的 紧 致 性 ,并 应 用 定理 2.6, 我 们 也 可 看 出 ,当天 充分 大 时 ， 

Cw) lexp 《nat12) 对 所 有 
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Wn€B_(x), ss 及 1 di (5.10) 
叉 在 上 了 段 证 明 中 ,B(x)CB_(x) 一 B_(x) 及 dimB_(x) 一 
dimB._tx) 殖 涵 BB_(x) 一 8_(x)。 于 是 我 们 容易 推导 出 这 样 的 结 
论 : ”对 每 一 一 1，2?2，3，…-， 可 取 多 ; 中 一 子 线性 空间 
B_(x4), 其 维 数 二 dimB_(x), 使 得 在 懈 中 ,集合 序列 {18_(x) 站 
多 } 及 全 (BB_(x0)) 作 宵 } 都 上 收敛 到 B_(x) 介 履 ， 且 使 得 
《5.107 成 立 对 于 充分 大 的 《。 

类 似 地 我 们 也 可 证 上 明 ; 对 每 一 下 一 1, ?2,3 可取 多 x 
中 一 子 线性 空间 B,C(y1)， 其 维 数 一 dim8B.1(x), 使 得 在 必 中 , 集 
合 序 列 {B84.Cy)Nn 多 } 及 {nA(Br(y ND} 都 上 收 化 到 
B+4(x) 外 多 ， 且 使 得 当 太 充分 大 时 ， 

上 4) < ,Cr) exp (qa! 2) 

对 所 有 wE By s 夺 一 及 一 (5.11) 

从 所 取 BB_Cx1) 及 Bi(y4) 的 性 质 ,显然 有 

Ds Bx) On By)) 

对 充分 大 的 &， 对 每 一 太一 1, 2， 3，…-， 命 
NA+Cr) 一 图 三 《xz ，N_Czt) 一 BE, By ). 

由 在 族 中 ， 集 合 序 列 {N(x 们 才 } 及 {aCztmn 咏 }) 分 别 上 
收 化 到 C-(On 杨 及 Ci(*) 站 终 ， 集 合 序列 {ba CN Cz)) NN 
声 } 及 {gaCNiCzxO) NN SS} 也 分 别 上 收 伍 到 5-(9D 门 琴 及 
Cn 入 . 并 且 , 因 lim 太一 00: 据 (5.10) 及 (5.11), 并 应 用 引 


理 4.6, 对 于 2 一 4/4 及 2 一 《ms12sd4)， 我 们 有 : 当 色 充分 
大 时 ， 
fp rw)) < lp, Cm) llexp (at) 
对 所 有 weEN_(z)， 守 0;, ?全 及 十 1 
sr) lb, ) lexpl— a7) 
对 所 有 wwE€Ni(zD); 之 0, DG 及 5 十 1 入。 
我 们 说 ,当天 充分 天 时 * 轨 孤 
Px) 一 {pra) lre 02} CCE, 
事实 上 ， 若 相反 地 ,P(x4) 与 基 一 ,相交 于 一 点 ui(zD0，ns 
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《0 刚 因 吉 及 yi 部 e ANUVUCEF， 扎 Vi 的 作法 我 们 及 
《0,14》 使 得 SCpr(x4)) 不 能 在 《一 61,561) 上 是 (m412,d4)- 正 
规 的 .可 是 , 另 一 方面 ,所 《5.10) 及 (5.11) (于 是 中 取 5 = 一 ds 一 
5)， 我 们 又 看 出 对 于 充分 大 的 ，S Cprilxx)》 在 (一 6， $1) 上 
是 (waf2;4d4)- 正 规 的 。 这 是 一 矛盾 。 这 证 断 语 . 

现在 ， 根据 这 些 N_《x2)，N4Cxt) 及 P(x4) 的 性 质 易 完 成 
定理 5.12 的 证 明 , 

附 记 在 本 文 投 稿 后 ,作者 获知 R. Maié 在 Geometry and 
Topology, Lecture Notes in Math., 597 (1977), 389—394 中 ， 
有 关于 强 勾 断 蕴 涵 公 理 A 这 事实 在 微 拓 变换 这 特 款 下 的 一 个 证 
明 ， 男 外 ,对 于 常 微 系统 这 一 般 情况 下 的 这 事实 ,以 及 一 个 进一步 
较 广 泛 的 结果 , 我 们 也 已 证 明 在 北京 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 ), 1979， 
第 1 期, 17 一 18 页 中 ， 
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第 五 章 ”关于 稳定 性 推测 


$1. 引言 和 主要 结果 的 叙述 


设 M* 为 一 # 维 紧 致 的 Cm Riemann 流 形 ，DiffiC(M") 为 
对 * 上 所 有 C: 微分 周 有 是 作成 的 空间 , 研 以 5: 拓扑 .一 给 定 的 了 6 
Dif 《Mr") 称 为 结构 稳定 的 ,车 Diffi 《M?) 中 在 f 附近 的 每 个 
# 都 等 价 于 f; 了 称 为 9- 稳定 的 , 若 对 于 了 附近 的 每 个 g、 g18 
《8g) 等 价 于 19(f)， 这 里 80(1) 表示 f 的 非 游荡 集 。 离散 的 微 
分 动力 学 理论 的 一 个 主要 间 题 是 寻求 结构 稳定 和 2- 稳定 的 微分 
向 目的 特征 。 解 决 这 个 问题 通常 是 困难 的 。Smale 曾 在 多 年 前 推 
测 ，j EE Diff《M") 为 另 - 稳定 的 一 个 必要 且 充 分 的 条 件 是 f 满 
足 公 理 A 及 无 环 性 条 件 ， 而 f 为 结构 稳定 的 一 个 必要 且 充 分 的 条 
件 是 ff 满足 公理 A 及 强 慌 截 医 ? 条 件 ， 此 后 , 丙 个 充分 性 部 分 分 别 
由 Smales 和 Robbin-Robinsont235 证 得 。 但 在 dimM* 2 时 
的 必要 性 部 分 , 即 所 谓 稳 定性 推 没 ， 仍 未 解决 ; 直到 最 近 ，Mafiem' 
才 对 dim M! 一 2 情形 在 非 游荡 集 0(f) 恰 等 于 M? 这 一 附加 
条 件 下 证 得 其 必要 性 ， 

本 文 的 一 个 主要 目的 是 对 dim M? 一 2 (在 没有 42( 站 二 M? 
这 个 假定 下 ) 证 明 稳定 性 推测 ， 我 们 的 主要 结果 如 下 : 

定理 1.1 设 f EDiffCM?)， 则 了 为 8- 稳定 的 必要 条 件 是 
f 满足 公理 入 及 无 环 性 ， 而 f 为 结构 稳定 的 必要 条 件 是 f 满足 公 
理 妨 及 强 横 截 性 。 

定理 1.2 fe DiffiCM?) 为 0- 稳定 的 必要 且 完 分 条 件 是 了 < 
多 *(M), 

这 里 . 久 *M") 表示 具有 下 述 性 质 的 所 有 微分 区 胚 ge 

1)“ 模 具 ” 与 * 义 断 信 后 次 例如, 见 第 云 划 ) 为 同义词 . 
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Diff(M")》 作成 的 集合 , 即 存在 & 的 一 邻 域 G 使 得 hE G 的 所 有 
站 期 点 部 是 双 曲 的 (或 等 价 地 ， 每 一 he G 都 至 多 只 有 可 数 个 周 
期 点 )。 若 fe .FF *(M")， 则 了 的 周期 点 在 8(f) 中 稠密 时， 

若 微 分 同 旺 fe DiffCM") 用 Diff(M') 中 的 向 分 周 耳 来 
代替 ,定理 1.2 仍然 成 立 。 事 实 上 ， 对 于 fe Diff《(M',) 运 用 [11, 第 
1 章 ] 中 的 论证 米 证 明 fe .多 *(M!) 当 且 仅 当 f 为 结构 稳定 ， 有 
又 , 当 且 仅 当 了 为 8- 稳 定 ,这 是 件 平 凡 的 事情 .因而 ,[8, 第 383 贡 ] 
中 提 到 的 问题 在 dimM" 筷 2 情形 有 了 肯定 的 答 深 ,而 [5, 第 318 
页 ] 中 提 到 的 一 个 推测 ,对 于 微分 同 旺 的 类 似 说 法 也 得 到 验证 . 

定理 11 和 1.2 的 证 明 将 在 56 中 给 出 ,部 分 借助 于 通常 的 ,由 
微分 同 凸 到 向 量 场 作 扭 扩 的 办 法 来 推 得 ， 本 章 实 际 上 希望 对 于 向 
量 场 在 较 有 限制 的 情况 下 建立 一 些 类 似 的 结果 ， 


$ 2. 常 微 系统 族 .和 2 *(24") 
为 以 后 方便 起 见 ， 我 们 先 回 忆 [5] 中 的 一 个 结果 。 设 对 于 一 


给 定 的 # 之 2， 

R= HRM') 
为 M" 上 记 有 C! 切 向 景 场 ( 即 党 微 系统 ) 和 作成 的 集合 , 赋 以 C1 
模 Xl。 又 设 

2 一 .有 (Mo 
为 所 有 这 样 的 Xe .经 ”作成 的 集合 , 即 存在 和 的 一 个 邻 域 芝 使 得 
每 个 Ye 的 所 有 奇 点 和 所 有 ( 异 于 奇 点 的 ) 周期 轨道 部 是 双 晶 
的 (或 等 价 地 ，U 中 每 个 了 内 有 有 限 个 奇 点 和 至 多 可 数 个 周期 轨 
道 )， 我们 已 在 [5] 中 就 铝 * 类 作 了 研究 . 

考虑 一 年 给 的 8e 用 。 见 5 诱导 一 C! 单 参数 变换 群 4$,: 
M* 一 M"( 一 co 之 1 < oo)， 进 而 在 M* 的 切 从 祖上 诱导 一 单 参 
数 变换 群 
中 | 一 dp -> EE 0 Lt 0., 

用 多 。 和 多 分 别 表示 5 的 所 有 奇 点 集 及 $ 的 所 有 周期 轨道 的 
并 集 ， 记 
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M 一 1 一 号 
考虑 5 的 共 统 从 
号 一 UsexnD,; 
它 是 以 对 为 底 空间 的 从 ,其 在 x& M 上 的 纤维 多 ,由 x 处 所 有 
与 Stx) 正 交 的 切 向 量 组 成 。 对 任 一 《5z)E 《一 coyco) x DB, 
取 gw) 为 ga 在 锣 s 上 的 正 交 投 影 。 它 给 出 一 单 参数 
变换 群 
biD 2 VW(—00 + < 00), 
由 抬 多 线性 地 上 映 到 才 %0) 上 且 生 
对 任 给 的 xe 鹃 ， 记 
D-(GD — {ue DllimlgON = 0}, 
(2.1) 
Dils) 一 {lu€ ,| lm | = 0}, 
它们 是 多。 的 线性 子 空 间 , 且 
pAD_(x)) ee D_(CPls)), GD+Cr)) Se DCp tx)), 
又 对 任 给 xe 到 和 0 委 :<co， 记 


sup log lip Cu), 车 dimD_(x) 守 1， 
nt +) 一 上 el- 
一 Go， 若 dimD._ (x) = 0; 


inf jog | wz， 若 dimD4(x) 之 1， 
n+Cts x) {ea 
oj， 车 dimD,(x) 一 0。 
显然 , 当 SEE 后 时 多 ,一 D_(x)}@®BD1(x). 
下 面 的 结论 可 在 [51 中 找到 . 
定理 21 存在 党 * 的 一 开 和 覆盖 铬 ， 及 对 于 每 个 HE 络 
诅 应 地 存在 数 wp 之 0 和 Ts 之 0, 使 得 着 FeE 缩 及 Se TV. 则 
(is) 当 x 是 5 的 一 周期 轨 上 一 点 及 Ty 筷 + < 之 oo 时 , 我 们 有 


Cn x) — Cx)) 2; (2.2) 


(iix) 当 P 是 5 的 一 条 以 T, 为 周期 的 周期 轨道 ,xe P， 且 


0 一 2 和 < 三 有 
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为 《0,T》 的 一 分 割 满足 
tTyy R=1,2,.'',1 
时 ,我 们 有 


Dh a)) < 一 (2.3) 
o 


RR (2.4) 

推论 22 设 Ve 名 及 SE V， 则 存在 一 正 数 所 使 得 
当 P 是 5 的 一 周期 为 的 周期 轨道 时 ，P 的 每 一 特征 指数 的 绝对 
悄 委 exp( 一 7 了) 或 之 expC5T》。 


$3. 可 缩 周 期 轨道 


简 记 8 为 p 必 一 00 < 过 co) 的 非 游 荡 集 ,又 记 
Q = 0 — HF,, 

在 本 节 我 们 要 证 明 下 面 的 定理 。 

定理 3.1 设 Se 绍 *, 有 目 设 9, 在 M" 中 闲 则 5S 仅 有 有 
限 个 正 可 缩 或 负 可 缩 周 期 轨道 . 

在 Se 家 “* 情形 ,任何 这 样 的 可 缩 周 期 轨道 已 都 可 描 叙 成 性 
质 : dimDi(x) 一 0 或 dimD_(x) 一 0 对 x€ 了 ， 内 而 P 在 通常 
意义 下 正 向 或 负 向 渐 近 稳定 ， 

我 们 将 运用 T2] 中 的 一 个 人 稍 加 改进 的 ) 定 理 来 证 明 上 面 的 定 
理 。 先 从 {3, 11 阿 忆 单 参数 变换 群 go X% 和 (一 00 之 :之 
co)， 它 们 分 别 由 5 在 M” 的 2 标 架 从 入 。， 正 交 nm- 标 架 丛 
多 。 和 正规 #- 标 架 从 . 玉 *# 上 诱导 ， 

事实 上 ,对 任意 《197) 二 (197)E( 一 00,00) X 2 
命 

PAT Bu) DAW) 7 DAN)) EE Wo,, 
它 给 出 一 单 参数 变换 群 
Er 一 一 co 天 < oo。 
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设 =;: -> 多 ,为 直通 常 的 Gram-Schmidr 正 交 化 手续 得 到 
的 映射 ， 且 对 任 一 (1, 7)€(—%, co) X 名 ,， 命 XiK7) 一 
rgl(y)eE 多。。 这 给 出 一 童 参 数 变 换 群 
Xi 1 %, 
设 天 #: .入 一 ,多才 为 由 
莫 Ree ES EE ES 
RO (i ”eal ji) 
确定 的 映射 ， 且 对 任 一 《1t,7) (一 00,%) X 多 革命 X(7) 一 
x 4X,C7)， 这 给 出 一 单 参 数 变 换 群 
Xs: 00 1 
对 于 尾 一 7 了 一 (my #2 + xz ED 记 t ProfsY = us 
一 1，2，.…，7#， 对 于 任 一 YE 史 。， HprojaXCe) | 对 上 连续 可 
微 ,我 们 命 


wlCY) 了 re 人 » 天 一 1， 2， 


3 


( 见 [3, $1])， 这 些 是 2 。 上 的 连续 函数 。 又 对 任 一 
《zy7)E( 一 coy5o) X FE 
我 们 有 


log llprojxA TO 一 | ox ))as, 


下 一 1，2， "sn, (3.1) 

我 们 再 考虑 从 

本 一 Usew 呆 as 
它 具 有 底 M， 且 在 * 上 的 纤维 加， 由 M* 在 * 处 所 有 满足 
《SCx) ;yw 一 0 《对 饮 一 1,2、 #4 一 1) 的 正规 (sw 一 1)- 标 课 
To (ms Ws “°° zy 组成。 对 TEG， XE€M， 命 必 (7) 一 
《SCw) SCx 首 ,7)， 这 给 出 一 眶 人 

Bi 
因 CS(x)) 一 SC$1())《 见 [3，$1])， 放 关系 97) 一 


= 240 。 


xx(y) 确定 一 单 参数 变换 群 
8 光一 罗 一 oo < 一 co。 


£7tx) 一 二 sup iog | prCw)!, 


CE | 


Es) = sup log lg, 
I wertlxll=1 


它们 是 好 上 的 连续 函数 ， 由 (3.1) 及 B( 人 (一 co < 一 co) 的 构 
造 ,我 们 容易 验证 


二 | oe ra < Fal) i 


对 YEB,, XE MM, 六 一 1， 2 一】 
引 理 3.2 设 F 为 M” 的 一 闭 子 集 , 它 在 bi( 一 co <z < co) 
下 不 变 且 包含 在 MM 中。 设 对 某 个 Te (0，oo)， 在 上 存在 一 个 
在 8 一 00 天 :< oo) 下 不 变 的 正规 化 测度 “， 使 得 
[srCdan <0 或 | 5-rCodu < 0. (3.3) 
则 下 包含 $ 的 一 局 期 轨道 ， 它 按 《3.3) 中 第 一 式 成 立 或 第 二 式 成 
立 为 正 可 缔 或 供 可 缩 
证 我们 考虑 (3.3) 中 第 一 个 不 等 式 成 立时 的 情形 《第 二 人 
可 通过 在 第 一 式 中 考虑 用 一 8 代替 8 得 )， 选 而 , 因 
1 和 CDde = | pCa) |, $7 0 eay) 
其 中 Ur 表示 所 有 使 单 个 测度 ks 对 于 dr 一 co <z< oo) 可 
通 的 准 正则 点 *e F 作成 的 集 ( 见 19, 第 四 章 ])， 由 是 至 少 存在 
一 点 zeE Ur 使 
{edy) < 0, 
故 不 失 一 般 任 ， 我 们 可 假定 在 4- co <<: < co) 下 自身 可 
通 。 设 r:e 一 M 为 从 投射。 显然 , +-'C) 为 紧 致 避 在 8@/( 一 % 
一 :一 2%) 下 不 变 。 于 是 按 [2， 第 14 页 ], 在 r-《R) 上 存在 一 
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正规 化 测度 p', 它 在 Be( 一 oo < 一: < oo) 下 不 变 且 可 通 , 并 使 得 
a ErGrC7)7E2 一 和 Erlx)adp < 0。 
故 由 (3.2) 及 上 的 不 变性 质 知 


1 [7 ， 
> | 4 hee) ee 


T 
| ii oir err)) HE 


ee | orsiet lr) )d pe', 


太一 1，2，'…… 3 一 |。 

于 是 , 通过 把 [2, 第 2 页 ] 中 的 一 个 定 瀑 改进 为 C! 向 量 场 情形 ( 见 
[3， $23 中 的 一 个 脚注 ), 我 们 可 得 出 结论 ， 存 在 5 的 一 个 含 于 民 
中 的 局 期 轨道 了。 而且; 通过 该 定理 ( 见 [2, 第 10 页 ]) 证 明 中 的 推 
理 并 运用 [2, 第 7 页] 中 的 一 个 推论 , 这 个 周期 轨道 实 路 上 是 正 可 
缩 的 。 这 就 完成 了 证 明 。 

定理 3.1 的 证 明 设 若 不 然 , 存在 $ 的 无 穷 个 不 司 的 可 缩 轨 
道 Ps Pi, P;, 1£*i, 通过 选择 子 序 列 并 考虑 在 必要 时 用 一 
代替 3， 我 们 可 假定 所 有 的 了， 都 正 可 缩 ， 且 序列 {P,} 收敛 于 
M?* 的 一 个 闭 子 集 F《 即 任 给 。 > 0, 存在 如 使 得 对 所 有 的 i > mm， 
《关于 M" 一 给 定 的 拓扑 度量 ) 的 s- 邻 域 包含 Pi， 且 P; 的 
s- 邻 域 包含 F?)， 因 每 个 了 ;在 $x 一 % 和 一 co) 下 不 变 , FF 
在 $ 必 一 2 <+ < co) 下 不 变 . 

对 于 每 个 i, 我 们 可 取 一 个 与 P; 中 点 w 相应 的 单个 测度 pi 
( 见 [9, 第 六 章 ])， 通 过 在 必要 时 肥 了 于 序列 ,我 们 可 假定 在 M" 所 
有 正规 化 测度 的 空间 ( 它 在 自然 的 意义 ( 见 [9, 第 六 章 ]) 下 紧 致 且 
可 度量 ) 中 , 序列 {pi} 收敛 于 M” 上 的 一 个 正规 化 测度 wx。 因 


1) 它 实 际 上 在 Hausdorff 意义 下 收 侣 ( 见 [1 28]). 
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每 个 mu; 村 由 (一 2 和 < co) 下 不 变 , 关 在 由 一 o 过 1 之 00) 
下 不 变 。 又 因 {P;} 收 仇 于 FR 且 由 定理 假设 ,每 个 PCM” 中 团 
集 Qo6， 帮 RF 为 9,CM 的 一 个 闭 子 集 ; 4 为 上 一 浏 度 ， 且 对 任 
— TEé(0,0%), 


lim | (dpi 一 | sr)dp. (3.4) 
i Pj a 
但 每 个 wu; 是 与 a;€ P， 相应 的 单个 测度 ,我 们 有 

| rdps 一 lm | Sr(er(oD)d5， (3.5) 


我 们 来 证 明 对 于 充分 大 的 i, 《3.5》 的 左边 委 一 和 2 对 某 些 数 
ij >>0 和 了 一 人 >>0。 事 实 上 ， 设 Ti 为 P， 的 周期 。 因 由 定理 
的 假设 有 Se .有 +， 对 每 个 数 > 0, 3 只 存在 有 有限 个 周期 委 开 
的 局 期 轨道 (网 [5])， 从 而 

lim T,; = 0, (3.6) 
又 由 定理 2.1, 存在 数 宁 >0 和 5 之 0 使 (2.3) 成 立 ， 但 现在 
每 个 P; 是 正 可 缩 的 。 故 

1 区 由 -DFTCz 7 ) + SiC ms NOP) Es < 一 于 
对 任 一 XE P,;, 

这 里 zz; 是 使 Ti 一 mw 全 守 全 的 最 大 正 整 数 , 由 《3.6) 知 对 于 充 
分 大 的 i 它 必 存 在 ,因而 由 (3.6), 变换 群 由 (一 co 二 :<< co) 的 
连续 性 ，QoCM 的 紧 致 性 和 了 ;CQ 这 事实 ,我 们 有 


人 
mi \ i CT DICx) )) 心 一 2 
从 而 
1 ~ 
去 (DD rt ST Den-1) s(x) )) < 和 
PpP—1,2,3,..., 
对 任 一 *e 了 P; 和 充分 大 的 i。 于 是 
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mel 5 人 
| Cada 


(+ 


a Pj 
pmi? > | i 


i J 


$C .C01))ds 


eg a] he! PR ,i 
全 | pm > EFC Pir (bie))) a 


今 在 (3.5) 中 取 了 一 了 ,我 们 容易 看 出 


和 G9ap < 一 至 对 充分 大 的 站 


(3.7) 
由 (3.4) 和 《3.7)， 


| sroan < 0. 


故 由 引 [到 3,2,，F 包含 5 的 一 个 正 可 缩 的 周期 轨道 P， 从 而 它 渐 近 
稳定 。 俱 这 不 可 能 ， 因 3 的 不 同 周期 轨道 作成 的 序列 {Pi;} 收敛 
于 FF 一 了 。 由 此 我 们 得 到 矛盾 。 这 完成 定理 3.1 的 证 明 ， 


$4. 5€ 有 -1 情形 


在 本 节 和 下 一 节 我 们 都 假定 dimM” 一 3。 
证 明 


定理 4.1 


这 两 节 的 目的 是 
设 Se V*(M?)。 又 设 9。 在 M’' 中 为 闭 , 且 哆 
在 2 中 称 密 . 则 5 在 8 上 具有 双 册 构造 . 
我 们 将 通过 一 系列 引 理 来 证 明 。 记 
号 一 {ze 开 dimD (x) 一 0 或 dimDir) = 0}, 
2 一 上 一 . 吃 ,. 
多 | 和 9 最 然 在 mA 一 oo 二 + < 之 0) 下 不 变 。 8 的 共 印 丛 线 
可 度 景 。 简 记 
ZB= {nt DN=1}, B= BN(D YQ,)., 


引 理 4.2 ”在 定理 4.1 的 相同 假定 下 ，9, 在 9。 中 为 洲 ( 从 而 
~ t44. 


多 | 为 紧 致 ), 且 对 每 个 x*& 8,， 和 多 ,有 唯一 的 直 各 分解 
FH, D_ (BD dimD(x) = 1 = dimD(r), (4.1) 
使 得 


二 (log la 一 log 人 Ce 上) > 25 


且 (4.2) 
Clog Noo 一 log lg D2 25, TF Et 0%, 


对 we Do 站 天 ，oED_Ox)In 末 其 中 一 0 和 天 一 了 ,二 0 
由 推论 2.2 和 定理 2.1 中 到 VE 绑 和 87 给 出 。 而且 该 分 解 
还 满足 

(1) SAD.) = DAAPAx) PDD) ). 

《2) 在 *e2 轨 hg 情形 ，D_(x) 和 Dilx) 与 {2.1) 中 
给 出 的 相同 . 

(3) 该 分 解 在 下 面 意义 上 对 * 连续 , 即 在 {x;} 为 9, 中 序列 
且 收 敏 于 xme 2 情形 ， 集 序列 {D_(x)) 门 乡 } 和 {D+CzDn 瑟 } 
分 别 也 了 收 伍 于 D_(x) 首 多 和 Dizon 多. 

证 车 x*6& 多 为 01 的 闭 包 点 且 在 5§ 的 一 周期 轨道 P 上 , 则 
因 多 在 0。 中 稠密 ,存在 任意 接近 于 zx 的 点 ， 它 们 在 8 的 异 于 P 
的 周期 轨道 上 ， 但 这 是 不 可 能 的 ,为 由 引 理 假定 尸 可 缩 , 从 而 浙 近 
稳定 。 改 2, 在 8。 中 闭 。 由 此 容易 推出 多 ,为 紧 致 . 

考虑 任 一 给 定 的 zxoe 0Q,， 因 人 统 在 89。 中 稠密 、 我 们 可 取 :更 
中 收敛 于 xz 的 点 列 {x;}。 但 电 定 理 3.1 易 见 多 , 在 9 中 床 . 故 
因 Se 有 COM5， 我们 可 假定 dim D_(x0) 一 1 一 dimDP:(zri) 
(一 1,2;3 因而, 对 于 xiEDHx 门 门 葬 ,oED_OzDnmn 后， 
由 定理 2.1, 对 于 全 < 反 *< cc， 我 们 有 


《log osCud 一 log lp.C2)N) > 25, 
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二 (log lb — log -Au)D > 于， (4.3) 


伍 皆 , 义 紧 致 ， 因 而 , 通过 必要 时 选取 子 序列 , 我 们 可 假定 序列 
{wi} 和 {vi} 分 别 收 化 于 如 和 me 有 功 . 几 巧 ， 从 而 若 记 D_(xo) 
和 D.《xo) 为 分 别 由 姑 和 如 生成 的 多 ,的 线性 子 空间 ， 则 由 
(4.3) 及 变换 群 % 一 co < < 0) 的 连续 性 ,我 们 得 到 对 * = x。 


满足 《4.2) 的 直 和 分 解 (4.1》。 
我 们 断言 这 种 分 解 是 准 一 的 。 事实 上 ,由 《4.2) 易 验 证 
le 0 jcy deal 
ee -= la0))| Ee ECA 
故 对 于 ww 十 pv6 二 0，4， jE《 一 00,00)， 我 们 有 
bin 1 og We) 
ee Cd 


i m 二 0 o' Gao) 
bm 3 (lo 121 二 
4 | 一 0 二 0， 4.4 
+ feu) | 和 人 
及 
im 上 1 加 ICIO ) 
ep 0 C0 


于 是 ,如果 有 给 定 的 地 和 ze 多 。 几 多 满足 (4.2) 对 于 w 一 # 和 
一 Vy 则 显然 (#, v) 大 〈( 土 m， 士 z)， 且 必 有 (#, 2) 2 《 士 zoy 土 
zo)。 因 若 不 然 , 和 用 (4.4) 和 (4.5) 式 , 可 见 下 两 式 


bm Liog 95) ~ 0, 
me Cl 
ji 1 oo eal 
re 


中 至 少 有 一 式 成 立 、 此 与 (4.2) 矛盾 ， 这 就 证 明了 我 们 的 断言 。 
由 定理 2.1, 车 对 任 给 s€ 《一 9,00), wi 和 vi 分 别 用 wei 
和 由 (wi) 代 换 ， 则 《4.3) 仍然 成 立 ， 于 是 由 变换 群 $( 一 % 二 
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5 < oo) 的 连续 性 和 分 解 (4.1) 的 唯一 性 , 我 们 看 到 《〈i> 成 立 ， 又 
由 定理 2.1 及 该 分 解 的 唯一 和 (ii) 成 立 。 运 用 一 些 类 似 的 推理 
及 在 紧 致 集 多 , 中 取 适 当 收敛 序列 的 办 法 ,我 们 容易 验证 《iii). 
这 完成 引 理 +4.2 的 证 明 。 

对 任 一 《z,4)&€ 多 ， 我们 记 9?Cn) 一 和 Cw)/lg《w)1， 这 显 
然 给 出 一 单 参数 变换 群 

J ,一 <: 

我 们 断言 ,对 任 一 x6 多 ，|g.(t) 对 + 连续 可 微 , 在 “一 0 时 
这 是 显然 的 , 因 (0) 一 0. 若 x 关 05 静 。， 我 们 的 路 言 易 由 
$3 中 的 淮 理 得 出 ， 只 要 考虑 M;: 的 一 正 交 3- 标 架 *， 它 满足 
projir 一 SCx)，projyY 二 ws， 使 proj.X《7) 一 咒 (x)。 简 记 


ow) — Me 
ads = 


则 如 (3.1) 中 ,我 们 有 
log lo = | apt) 对 neB, (40) 


且 由 $2， 我 们 看 出 wz(w) 对 we 纪 连续 。 又 因 办 为 多 ,到 
多 ,ss) 的 线性 映射 , 我 们 有 zx) 一 w( 一 w). 
现在 我 们 来 考 虚 引 理 4.2 中 给 出 的 更 (ze 9Q1) 的 直 和 分 
解 ( 它 在 定理 4.1 的 同样 假定 下 得 到 )。 击 分解 的 性 质 〈i)， 易 见 
gD (NB) = D_(p)) ND, 
gD NB) = DG) NB 
对 (1,+) E《 一 090,00) X 01,。 又 若 对 每 个 x+& 0 i $s) = (1)， 
其 中 ak 多 门 D_(x)， 则 因 5 一 #) 一 ww) 及 dimD_(x) 一 
1,5(x) 由 x 唯一 确定 。 因 然 ，5C$i(x)) 一 6Cgr(w)) 及 


log .C0)) = |. (a REPLE 


对 wE 史 站 D_(x)。， 由 分 解 (4.1) 的 性 质 (iii)，Z(x) 为 9, 上 
我 们 来 考虑 集合 
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E~ zs of 让 g(x))ds 之 0 对 所 有 1€ (一 00, 00)}. 


它 显然 是 8, 的 一 闭 子 集 . 

引 理 4.3 ”在 定理 4.1 的 同样 假定 下 , 设 证 和 5(x) 如 上 给 
定 . 设 有 为 8， 的 闭 子 集 ， 它 在 g.( 一 < 之 +1 过 cc) 下 不 变 , 且 满 
足 HN 辣 二 0。 则 存在 数 w* > 0 和 dx > 0 使 得 


和 6px))dr < 一 Tns 对 所 有 ze 和 了 > dr 


证 首先 ,我 们 可 运用 [4] 中 的 一 个 定理 得 出 下 列 结 论 
上 为 开 中 三 个 互 不 相交 的 子 集 了 _，H+ 和 于 之 并 集 ， 其 中 
前 两 个 邦 是 联 中 闭 子 集 ; 它 们 都 在 由 (一 co 二: < 之 co) 下 不 变 , 且 
满足 
《1) 存在 互 的 一 个 包含 在 让 中 的 闭 子 化 Ts， 它 是 立 关于 
4 一 co 过 + 之 oo) 的 截面 。 这 就 是 说 ， 
中 +13X)》 一 (rx) 对 《fx)E( 一 coyco) XT 
定义 从 【一 coco》X Hs 到 方 上 的 一 个 拓扑 映射 . 
(2) 存在 常数 ns >0 和 ds 之 0 使 得 
下 
2 Tw# ”对 所 有 xkia+ 和 了 了 到 一 d+， 
(4.7) 
一 Tw 对 所 有 x ED#,; 守 0 和 TT 之 dx， 
Tw ”对 所 有 +E x: 过 0 和 了 和 一 dx， 
(4.8) 


人 Eee <{ 


我 们 断言 H+ 一 0。 事实 上 ,由 《4.6) 和 (4.7)， 
tog lg.Co) > tm# 对 v ED_(O) NDB, rE Ti 1 ds。 
这 连同 (4.2) 又 给 出 
log gC)) > ms 对 wu€ Di(x) NB, 
EI ¢ > Max{T, dx}, 


1) 又 见 本 书 第 四 章 ， 
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但 由 (4.2)， 变 换 群 由 (一 co < 一: 一 %) 的 连续 性 及 坊 , 的 紧 臻 
性 ,应 有 


Iu,v>]| I, 


sup _ 
w€ED 3 门 锁 
ve eg, 


把 这 些 合 在 一 起 ,我 们 容易 验证 ,存在 数 地 之 Maxz{ 全 ，ds} 使 得 


log jwz(z)‖ 了 rr， 


inf 
WEB LNB,ren, 

或 等 价 地 ， 

#2(%) < 9 AE ~ {4.9) 
这 里 &-z(x) 如 $ 3 中 给 出 。 今 设 4 关 0。 则 在 了 上 上 必 和 至少 
存在 一 个 在 (一 oo 一 tco) 下 不 变 的 正规 化 测度 “。 于 是 ， 由 
(4.9), 我 们 利用 引 理 3.2 可 得 到 DCo ) 包含 5 的 一 可 缩 周期 
轨道 的 结论 ， 这 与 &， 定义 丰 了 矛盾 ,我 们 的 断言 得 证 . 

由 (4.7), (4.8) 及 函数 “xz) 和 变换 群 网 (一 ce < 一 co) 
的 连续 性 ,我 们 看 到 ,每 个 过 I 中 一 点 的 8 轨道 的 极限 集 包 含 
在 了 + 中 . 因 2， 坚 致 日 可 度量 ， 这 样 的 w 极限 集 非 空 ， 但 现在 
了 + 一 0， 巩义 有 xy 一 0。 从 而 由 五 的 性 质 (1) 得 出 1 一 a 
这 证 明了 引 悍 4.3。 . 

今 考虑 任 一 Xe .GR ( MM!，)， 与 5 同样 ， 蔷 也 诱导 出 M; 上 及 
其 切 从 多 上 的 单 参数 变换 群 ， 我 们 分 别 记 为 mw: AM Ma 和 
Dr 一 dbx EF — GC, 

设 . 受 。 为 所 有 与 8 县 有 相同 奇 点 的 开 E 品 CiM3) 的 集合 ， 
与 3 同样 ,每 个 Xe ,有 其 共 诡 从 ， 记 作 多 xz， 它 以 对 为 底 空 
闻 旦 有 Xe M 上 的 纤维 Bx,， XX 自然 诱导 出 一 单 参数 变换 群 
pox DA <t<o0), 记 

To {CX,s,w) EE Ro x (~00,00) x Flye D4}, 
把 它 看 成 孚 ” x (一 0,00) X 当 ( 可 度量 化 ) 的 一 个 子 空间 ,日 设 
H:T— < 络 - 

由 用 (Ara) 一 bxfa) 确 定 . 则 豆 在 每 个 (Srz)e 如 处 连续 。 


ee = 
1) 参看 姥山 海 ?北京 大 学 学 恨 ( 自 然 科 学 )， 1 民 19667)。1 一 43。 
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若 Xe .有 (CNM3 且 x* 为 六 的 一 周期 轨 上 的 点 , 则 辣 5 一 样 ， 
开 x。 可 分 解 成 
Ds 于 Dx_(x)DDxrr (tx), 
其 中 
Dz_(x) 一 {ue€ Bxsllimlgrt#)l 一 0}， 


Dxr+(*) 一 {#€ Basl lm exe) = 0}. 


引 理 4.4 在 定理 4.1 的 相同 假定 下 ， 设 五 为 在 $:( 一 二 
1 < oo) 下 不 变 的 9 的 非 空 闭 子 集 , 且 设 5 之 0 同 引 理 4.2 中 ， 
刘 存 在 vx € D_(5#) 站 多 ，bx & 了 ， 使 得 


log geCo#) 一 56sC64))as < 一 本 对 所 有 # >> 0.。 (410) 


证 设 on 《了 为 变换 群 :| 一 co 二 1 < %) 的 一 非 游荡 
点 , 则 对 每 个 i 二 1,2, 3，*-'， 存 在 Xi EV 站 好, 其 中 Fe 有 
及 SEV 与 引 理 4.2 中 所 考 志 的 相同 :并且 存在 
arcLij = {$a Nt 有 有 于 也 OS < < 0, 
及 Zi 到 X; 一 周期 轨道 8; 中 的 映射 fi;。 使 得 
Xs — sl: < 1/7, 《4.11) 
distCx,fi(2)) 之 1/j， 对 所 有 xe Lfi(Li) 一 Ci (4.12) 
distCaxs Piloi)) 11i, distCays bXai)) < 1177 (4.13) 
其 中 dist(, ) 表示 MI 上 事先 指定 的 拓扑 度量 ( 见 [7])。 简 记 
ci = fi Pilai)) € Qi ni; — dimDx;-(ei), 
在 必要 时 取 子 序列 ,我 们 可 以 假定 下 三 种 情形 之 一 将 会 出 现 
(1) ni 一 1 对 所 有 六 
(2) 让 一 2 对 所 有 六 
(3) w; 一 0 对 所 及 
设 Tj 为 8; 的 周期 ,假定 mT 也 00。 则 由 (4.11) 一 (4.13)， 


{0;} 的 一 个 子 序列 收 总 于 8 的 一 个 周期 轨道 8@cUHcSG， 因 而 
由 8, 的 定义 ,2 不 能 是 可 缩 约 , 即 dimD_(x) 一 1 对 x€ 8. 故 
由 推论 2.2 和 3 引 理 4.2, 我 们 可 找到 vy ED-(Cbs)n 号 ,be 2 满 
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足 《4.10). 下 面 我 们 假定 lm 90 则 对 充分 大 的 了 有 Tj 之 


他， 其 中 全 > 0 与 引 理 4.2 中 所 考虑 的 相同 。 于 是 将 定理 2.1 用 
于 X; 时 ,我 们 有 
log lwxiri(o) < 一 了 许 对 充分 大 的 了 及 
ve Dxj_Cx), lvl = 1, r€ 0;. (4.14) 
在 情形 (1), 由 (4.14) 及 gxiriCDxj-Cx7)) 一 Dxj-(x) 我 们 
可 对 充分 大 的 i 取 je 0; 使 得 
log gx Cw) Sit 对 vi€ Dx;-(bi), 
上 ol 一 1， 及 所 有 + 之 0， 
我 们 再 将 定理 2.1 用 于 Xi;, 得 到 
Clog lm(o) 一 log losskvi)l) > 25 
及 
Clog px Co — log Igo ul) > 了 
对 某 个 wi€E DxisC6;)， viE Dx-Cbi;), Nuill ~ 1 = llvill, 
及 所 有 1 宇 守 ,+ 志 一， 
由 于 《4.11),，(4.12) 及 上 而 提 到 的 豆 的 连续 人 性质， 通过 在 必 
要 时 取 子 序列 , 可 假定 子 序列 {5} 收敛 于 一 点 bx HI. 且 {wi} 


和 {oi} 分 别 收 敛 于 到 
ux* 和 brecSDorz 站 红 ， 


使 得 有 (410)， 从 而 有 (4.2) (对 # 一 wy py 一 vs)。 这 里 注意 ,由 
引 理 4.2; v# 必 ED_(i)n 鹃 ,总 之 ,我 们 得 到 满足 引 理 44 结 
论 中 要 求 的 vx。 
我 们 说 情形 《2) 不 能 出 现 ， 事 实 上 , 设 车 不 然 ，n; 一 0 对 所 
有 j。， 则 如 定理 3.1 王 明 中 那样 ,我 们 现在 也 可 看 到 
| SG dw 生 一 三， 


其 中 vi 是 与 cj€ 8; 相应 的 关于 变换 群 $xK 一 co 二 上 <<co) 
的 羊 个 测度 , 且 


BL sup lx), ze M. 
多 


4531， 


又 由 《4.11) 和 (4.12), 及 上 面 提 到 的 五 的 连续 性 质 ， 通 过 在 必要 
时 取 子 序 义 ,我 们 可 假定 {0;} 收敛 于 互 的 闭 子 集 C, 并 且 在 Mi 
的 所 有 正规 化 测度 作成 的 空间 中 {wi} 收敛 于 M 上 的 一 个 正规 
化 测度 >， 以 C) 一 1 于 是 易 见 C 和 > 在 由 (一 co < 上 < coco) 下 
不 变 , 且 

J ss a — jm | EC) ar < — 1 


其 中 上 zz) 与 $3 中 的 相同 。 因 而 如 定理 3.1 证 明 中 那样 ， 我 们 
将 在 C(C2) 中 最 后 得 到 3 的 一 个 可 缩 周期 轨道 ,但 这 与 01 的 
定义 矛盾 。 

情形 《3) 也 不 可 能 出 现 , 因为 我 们 只 要 考虑 用 一 ? 和 一 世代 
替 3 和 X， 这 种 情形 就 归结 为 情形 (2)。 引 理 4.4 的 证 明 到 此 完 
成 。 


5 5. “ 筛 涉 " 引 理 和 定理 4.1 的 证 明 


我 们 现在 来 建立 下 面 重要 的 “ 筛 泪 " 引 理 ， 为 了 将 来 的 某 个 且 
的 , 它 叙 这 为 更 一 般 的 情形 . 

引 理 5.1 设 F 为 紧 致 度量 空间 ,在 上 面 给 定 一 单 参 数 变换 群 
69( 一 0 <t < co)， 设 在 FRR 上 存在 一 连续 函数 1(x)， 及 存在 数 
7 之 0， 满足 (1) 一 (2): 

(1) 存在 一 点 ax€ F 使 得 


和 fCOKLax))as 0 对 所 有 :>> 0 (5.1) 
(2) 若 a€ F 是 任 一 点 使 
| #0.C0) a > = 各 对 所 有 :之 0， (5.2) 
则 轨道 {9.Ca)ise 《一 0,c0)} 的 极限 集 包含 一 点 上 使 得 
| Fe(e))4 < 一 m 对 所 有 :之 0 (5.3) 


在 这 些 假 定 下 ,我 们 可 对 每 一 正 整 数 对 (1, )， 取 1 十 2 个 数 
0 0,R) ZH,R) < 一- 去 tl R) <ikl,k) 
» ?52 e 


使 得 下 面 (5.4) 一 《5.77 成 立 : 


Hk) 一 有 G 一 天) 之 下 对 1 一 1 2 


5 一 一 
FB ptt {ax))ds < 安 - 


| fnp+t 4a#)ds A 


2 1 (5.4) 


(5.5) 


对 0<?t 和 ni 及) — ui 1, 4),1= 1, 2 一 


| 19.7 — 1k)+sar)ds < 区 


对 0< 委 到 三 ( 人 和) 一 站 (一 15 天) 
B17 一 1) 
| f 0000+r Or) ds 


1,k)) . 
4 Ey 


ri ly 
kk fOr an) ) ds < 7 对 


0<71 和 i) 一 到 人 一 1,&), 


LT Pom nt 
| fOr pir a#))ds 


一 CE 一 BC 本 t 天》》 a 


3 


(5.6) 


(5.7) 


证 (对 i 施 归纳 法 ) 《5.1) 至 洱 (5.2)， 因而 {8.Cex)ls€ 
《一 :co 让 的 % 极限 集 包含 满足 《5.3) 的 点 5 一 如。 于 是 由 
lx) 和 变换 群 6.( 一 co 和 :< co) 的 连续 性 ,我 们 可 在 和 附近 取 


一 点 “一 O00 Cag) n(0,) > 0。 使 得 


和 re(eo)w < -也 对 0<t<k 


但 由 (5.1)， 
lim inf 4 | fCO,Ce ds 一 0， 


故 有 五 (1,8) 盖 C1 不 ) 之 (C0,4) 十 天 使 得 (5.6》 和 (5.7) 成 立 . 


a 2Z53 。 


这 对 于 上 一 上 和 每 个 下 给 出 了 所 要 的 数 mi(P 礁 ，5(0 大 )。 
一 般 地 , 设 对 于 给 定 的 1 和 每 个 区 数 (i,X)，h(1, 龙 ) 己 经 
作 由 使 之 满足 《5.4) 一 (5.7) 的 全 部 要 求 。 然 后 ， 对 每 个 我 们 来 
证 明 存在 充分 大 的 产 盖 于 使 得 在 tC 有) 和 (i, 入 ) 之 间 可 插 
人 某 个 zr 过 wi 十 1,) 之 znki 十 1,X) 满足 用 i 十 1 
代 换 后 的 (5.6) 和 (5.7) 式 , 且 还 满足 
HG + 1 k) — nll £) > &, (5.8) 


| 扰 6 nit ar)ds 宪 全 


对 0 委 : php) 一 丰 一 1 和 0)。 (5.9) 
只 要 证 得 这 样 的 i 存在 ,就 很 容易 看 出 数组 
tn(is 上 ) = ri(i, jx) 对 一 0,1,，'…，/ 一 1， 
rt RR) PH 十 1,R), inkl 十 1 天) 
满足 本 引 理 关于 对 Q4 十 1,) 的 结论 中 的 要 求 . 
为 证 明 这 样 的 庆 存在 , 设 (C1, 门 € (zx(1,7 了 站，5(1, 门 ) 使 得 
a fOr vir or))ds 一 ML 人 一 一世 9 
(5.10) 
和 Keke)a> 一旦 对 0<1< 5 (5.11) 
其 中 aj = Bixni ar), j= ul — ail }, 这 样 的 ni, 7 的 
存在 由 (5.6),《5.7) 和 j(9iw_vprsko#)) 关 于， 的 连续 性 推 卓 . 


因由 (5.6), (5.10) 和 (5.4)， 
i 1 (9,C0a1))d;— 一 全 让 | 二 DD, 


FD Oo 1,)) 5 
3 
BD) ub i 


12 
之 (5 = 
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且 f(x) 的 连续 性 和 F 的 紧 致 性 蕴涵 f(x) 在 下 寺 有 界 ， 我 们 有 
一 00, 

又 由 度量 空间 的 紧 致 性 ,通过 在 必要 时 取 子 序列 ， 不 失 一 般 福 ， 
我 们 可 假定 {a;} 收敛 于 点 ee 二。 于 是 由 《5.11) 及 消 数 f(x) 和 
变换 群 8.( 一 00 < < co) 的 连续 性 推出 《3.27 成 立 , 从 而 由 《2)， 
{9.《a)|lsE (一 co，c)} 的 oa 极限 点 集 包含 满足 (5.3) 的 点 b。 于 
是 用 一 些 类 似 的 推理 ,可 取 充 分 大 的 六 之 和 0 < 二 4 十 < 
Si 使 得 弧 {Paia)10 < < sj} 包含 满足 


| C0.Ce))as < 一 和 0:<k (5.12) 


的 点 c 一 $i(aii)， 我们 容易 看 出 
> 二) 
> + i) > {l,i) 
之 z 衬 PC 一 1,1) 十 角 。 
显然 ,我 们 总 可 取 一 数 
Hirill, KR)E 《CD 人)， 妈 十 开 趟 了 人生 ?> 


使 得 
| Kessebeteae))4 < = 
(5.13) 
对 0 委 :< 魏 失 二天 十 直人 人) — g(t,R), 
E 所 9 n+ Co#))ds 寺 
(5.14) 
对 Oi? nj). 
而 由 (5 12), 必 有 
tr RR) EI) + (5.15) 
由 (5.6)， 


fOr a ))ds 
> 二 二 trl, &) a 


0 
9 
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这 连同 《5.13), (5.15) 及 大 bpbtgKer7) 关 于 +: 的 连续 性 给 出 
两 个 数 
tn + RR) En + ,RE CirllsR) 十 kill, ja)). 

它们 满足 用 ! 十 1 替换 后 的 (5.6) 和 (5.7) 式 , 且 还 满足 《5.8). 
由 (5.7) 和 《5.14) 我 们 看 到 (5.9) 也 满足 ， 归纳 法 到 此 完成 ，5 引 
理 5.1 得 证 。 

推论 5.2 在 引 理 5.1 的 相间 假定 下 ,对 于 任意 给 定 的 数 3 之 
0 和 和 4 > 0， 我 们 有 点 wEF 和 数 了 空 4d 使 得 

(1) w 和 89r(w) 的 距离 之 6， 


C2) | Ke(e))4 < = 和 | frikw))as < 加 对 于 
aieT; 


特别 地 ， 
.receD)e > 一 于， 


证 ”对 于 紧 致 度量 空间 , 我 们 有 整数 ! 之 2 使 得 在 F 的 任 
意 ! 个 点 中 至 少 存 在 两 个 点 距离 < 5， 取 整数 区 守 4， 则 我 们 如 
引 理 5.1 中 那样 格 造 数 iili,*)， 利 用 (5.5) 我 们 看 到 对 于 某 些 
0 所 训 过 二! 点 

一 B00dvilax)， 0Grtw) (这 里 了 二 (一 i100) 

满足 本 推论 的 要 求 . 

引 理 5.3 设 P 和 6.( 一 00 < < 0) 与 引 理 5.1 中 的 相同 . 
若 9( 一 co 过 + < oo) 无 不 动 点 , 则 对 于 任意 给 定 的 数 工 > 0 和 
r 之 0， 有 相应 的 数 e > 0 满足 下 述 性 质 ， 即 若 了 < 扫 了 了 < co 
且 gL) 为 《0,T) 上 连续 的 严格 增加 范 数 ，&(07 一 0， 且 若 4。 和 
5 使 Ke) 和 9 的 的 距离 < s 对 所 有 #e《0:,T>， 则 

(1— nT <eT) < 一 (1 十 r) 了 。 

证 显然 ;我们 可 假定 工 很 小 使 得 6( 一 00 < co) 无 周 
期 过 3F 的 周期 轨道 。 因 《0,T》 能 划分 成 长 度 在 工 和 2 之 间 
的 子 区 间 ， 本 引 理 的 结论 成 立 只 要 当 它 在 王 委 了 反 27 情形 成 
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立 , 在 这 情形 对 于 小 常数 5 > 0，{[e(a)1te《 一 9 了 7 士 57} 总 是 
一 条 简单 弧 . 于 是 , 易 利 用 动力 系统 中 的 通常 推理 完成 本 项 证 明 ， 

定理 4.1 的 证 明 在 定理 41 的 假定 下 ，3 仅 有 有 限 个 奇 点 ， 
每 个 部 是 双 曲 的 ,并 且 由 定理 3.1，5 仅 有 有 限 个 可 缩 周 期 胃 ， 所 
以 剩 下 只 要 证 明 5 在 898， 上 有 双 曲 结构 ,我 们 来 证 站 一 0.NE~ 
0。 则 由 引 理 4.3, 存在 数 和 之 6 和 而 >0 使 得 


log Ip.(v)| = | a(ds(o))di 一 | E(x) qs 


寺 一 轨 !| 对 vE BN D_(x), rE Ql 和 # 守 由， 
把 这 个 结果 用 于 一 5， 我 们 将 得 到 关于 xe 妇 BN 作 Di(x), x&€ 0 
的 类 似 不 等 式 , 即 存在 数 %, 之 0 和 中 > 0 使 得 
log pn) 关 ms 对 we 多 站 Di(lx) 及 1 之 雪 , 

这 给 出 5 在 2, 上 的 双 曲 结构 ( 见 [4]), 而 本 定理 得 证 。 

因而 只 要 证 明 天 一 0。 为 此 我 们 设 在 M; 及 其 切 从 上 分 
别 轩 定 拓扑 度量 me 和 p， 且 对 任意 KC 吕 和 任 一 儿 +> 8， 用 
UCK, 4) 表示 天 在 名 中 的 1 邻 域 。 在 定理 4.1 的 假定 下 ， 由 函数 
5tx) 和 变换 群 由 (一 co 二 ;过 00) 的 连续 性 及 由 9 的 紧 致 性 ， 
存在 s>0 和 >>0 使 得 若 plx, y) 二 5 对 x,，y€Q1， 且 
一 对 人 1 才 2， 则 


[fc Ca — J pk) as| < supltko)| < 


~ 


这 由 和 他 如 引 理 4.2 中 所 给 . 我 们 可 假定 们 之 1 且 取 Ee 很 小 使 
得 引 理 5.3 的 结论 对 于 Ff 一 0,，9, 一 $8/， 了 一休 , r 成 立 . 又 ， 
利用 定理 3.1 和 引 理 4.2 我 们 可 取 8 很 小 使 得 9 在 M; 中 的 
邻 域 不 含 到 的 点 和 5 的 奇 点 。 我 们 将 考虑 在 论文 [6] 意义 下 的 
所 谤 (5/4，2 人 ; 1) 准 双 曲 轨 统 ， 于 是 ， 由 那 篇 论文 中 的 主要 定 
理 , 存 在 数 54 盖 0 和 Tw 之 2 使 得 : 若 S 有 一 轨 屋 

oO {paylte 0, TOY}CO, Ty Tm, 《5.16) 
它 关 于 分 解 

四 一 Do) 申 De) 
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为 (ji4，2 全 ;1) 准 双 曲 的 ,使 得 
prD_Ce))NBECUCD (a) NB, 6r), (5.17) 

则 存在 $s 过 点 5 的 周期 轨道 ?， 及 《0,T》〉》 上 连续 的 严格 增加 的 
函数 AKz)，hC0) 一 0， 使 得 

barb) = bplpAa) Puneb)) < 对 te C0,T). 
又 由 引 理 4.2 和 8 的 紧 致 性 ,存在 5> 0 使 得 对 x 和 y& 2, 若 
plx,y) 5, WM DNBEOUD (rN DB,64). 

现在 相反 地 , 假定 主 关 0。 我 们 将 证 明 实 际 存在 着 上 面 的 准 
双 曲 弧 GO。 事实 上 , 设 ex EE, 则 

[Cow))as > 0 对 所 有 + 之 0 


这 连同 引 理 44 给 出 8，$A 一 9 < 之 1 之 00) 和 lx) 分 别 为 引 
理 5.1 中 在 1 一 站 时 竹 虑 过 的 一 种 空间 ,变换 群 和 函数 。 于 是 由 
推论 5.2, 我 们 有 点 a€ 8, 和 数 了 之 Tx， 使 得 pu(Cc, $x(a)) 一 
85， 因而 (5.17) 成 立 , 且 


log |bCo) 一 f ho))as < 到 对 veD_()Ng， 
01T, 《5.18) 


log lpr_v)H < 和 对 vE D_($prCa) NB,0 Ste<T, 


(5.19) 

| 5 —T5 功 

lg lz(o)i ~ | S80))as > 3 对 ve D_(o) 人 NN 多 . 
(5.20) 


由 (5.19) 和 《〈4.2)， 我 们 有 bog lar-o1 所 一 各 对 we 
Di(gr(a)) 作 多 和 << + < 之 工 , 或 等 价 地 ， 
log EAC3 之 2 对 xwt Di($r_(n) NS, 全 tT 


(5.21) 
又 由 《4.2) 和 企 守 1， 
log lp.C#)l— logig(v)N 2 2 对 we DCB(o)) ND, 
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y ED (bo) NDR 有 OS < 十 宇和 二 Tt 二 5 二 281< 
(5.22) 
把 (5.18), 《5.21) 和 《5.22) 结合 起 来 , 于 是 我 们 得 到 《5.16) 中 那 
样 的 弧 8， 它 关于 急 。 一 D_(o) 甸 D4(o) 为 (514，2 了 ;1) 准 双 
由 的 ,使 得 (5.17) 成 立 , 且 易 见 《9,7T》 有 分 割 
0 过 :一 了 了， 
使 全 <& 1x 一 tx 过 2 满足 准 双 曲 性 定义 .中 的 要 求 ,最 后 , 存 
在 5 的 局 期 轨道 P 和 上 一 节 描 述 的 《0,T》 上 的 函数 A(z). 
由 2, 在 M? 中 的 e- 邻 域 的 结构 和 函数 At) 的 性 质 ， 属 
期 轨道 了 不 能 是 可 缩 的 ,因而 己 Q1。 设 T6 为 P 的 周期 ;由 hr) 的 
性 质 ，h(T) 一 pT 对 某 个 整数 p 之 1。 又 由 8 的 选取 和 所) 的 
性 质 ,我 们 有 


a C8.090 一 二 人 区 oo) 


1 htT) 


< [Fe 过 二 ) 1， 8.8) a 


| ECR Se C5) as| 


< res 人“ Kai)4 


1 wt | 
+ I EC $C a) ds 


| CC6))a| 


Blk—1) 
<r sup ICCw)! + pr 三 fi — mi16 


< 人 3 
这 连同 (5.20) 给 出 


Ne WE 1 
KT | tplb))ds > 人 > 
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或 等 价 地 计 - log lwrr(z) 衣 一 向 从 而 去 log lw Co) > —-5 
对 a 

v ED_(a) NB, 
但 这 与 推论 2.2 矛盾 ， 定理 4.1 的 证 明 到 此 完成 ， 


$6. 定理 1.1 和 1.2 的 证 明 


在 建立 定理 4.1 之 后 ,现在 容易 证 明 下 面 的 定理 ， 

定理 6.1 设 5€ 娩 (M’) 无 奇 点 ; 则 5S 为 稳定 的 必要 且 充 
分 条 件 是 S 满足 公理 A 和 无 环 性 条 件 ， 

证 这 里 的 充分 性 部 分 以 前 由 Pugh-Shubt 给 出 。 剩 下 
只 要 证 有 明 必 要 性， 设 $ 是 稳定 的 。 则 Se 缆 *(M') 外 ， 且 利用 
封闭 性 引 理 《 见 17, 12])， 我 们 容易 看 到 多 在 9 中 秽 密 。 但 现 
在 5 无 将 点 。 所 以 我 们 可 应 用 定理 4.1 得 出 5 在 Q 上 有 双 曲 结构 
的 结论 ， 由 此 得 出 $ 满足 公理 A. 故 只 要 下 面 的 引 理 得 证 ,本 定理 
的 证 明 就 完成 。 

引 理 6.2 ”假定 Se 统 (M1) 无 奇 点 , 且 满 足 公理 A. 则 5 
满足 无 环 性 条 件 ， 

证 若 不 然 ， 假 定 存 在 3 的 基本 集 的 一 个 环 Bo Bl, +， 
Brn, Bai(m 守 1), B;¥ Bi 对 0Ri<iEm, BBB, = Bo 
使 得 对 每 个 0 迄 i 筷 m， 存 在 M: 一 2 中 的 点 刀 属于 Bi 中 一 
轨道 的 不 稳定 流 形 Wr 和 Bi 中 一 轨道 的 稳定 流 形 斑 ! 的 交 
集 《 见 [13])， 我 们 可 取向 量 #; 和 ve 多 si 分 别 与 WF 和 Wi 
想 切 ,bw 一 工 关 让。 风 

lim ls) = 0, lim fts) = 0. (6.1) 

易 见 bi 关 5 对 0 所 i 之 jj 全 m。 为 方便 想见, 还 记 5m 二 
名。 对 每 个 0 委 i 和 六 十 1， 设 0 和 R,; 分 别 为 正 灶 轨 {$61) 
lze 《0,00)} 和 负 半 轨 {$5)1ltE (一 00,0)}， 且 设 

Fi~=~ QUBaURi 对 OiEm FF — UF: 
则 因 5 满足 公理 A 县 $ 的 一 基本 集 为 拓扑 传递 的 , 故 为 M! 在 
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由 (一 o <5< co) 不 变 的 连通 际 子 集 ， 且 不 含 $ 的 可 缩 周 期 轨 
道 ( 由 定理 3.1, 这 样 的 轨道 数 慎 有限》 同时 由 稳定 流 形 理论 的 论 
据 ,; 对 每 个 i 一 0,1,*…, 贡 , 我 们 总 可 在 F; 的 一 个 任意 给 定 的 邻 
域 中 找到 $ 的 轨 统 A1， 使 得 4; 的 两 个 端点 任意 接近 bi 和 bi; 
特别 是 , 当 58 在 上 上座 双 曲 结 构 时 ， 可 找到 轨 弧 4 二 {$a)lie 
《0，,T》}， 了 之 1!， 先 其 附 端 点 和 由 r(a) 任意 接近 于 名 《关于 
得 此 结论 所 使 用 的 技巧 ,例如 见 [10, 131)， 但 这 种 特别 情形 不 能 
出 现 ， 因 be Mi 一 89。 在 前 一 个 一 般 情形 、 我 们 可 对 每 个 整数 


A> 0 把 $s 扰动 成 系统 Xie 绍 *(M')， 使 得 5 一 Xi 天 . 
且 Xi 在 的 广 邻 域 中 有 周期 轨 Pi， 而 折 有 点 加， 已。 ， bw 


在 P 的 py 邻 域 中 (就 M! 上 事先 指定 的 拓扑 度量 来 说 )。 


但 若 序 列 {Pi} 有 无 穷 多 项 Pu 为 X 的 可 缩 周 期 轨道 , 则 
运用 定理 2.1, 并 通过 引 理 4.4 证 明 中 同样 的 方法 《 池 取 某 个 极限 
过 程 ), 我 位 将 看 到 下 包含 § 的 一 个 可 缠 周 期 轨道 。 币 正如 上 一 节 
所 证 明 , 这 是 不 可 能 的 。 因 向 , 必 有 无 穷 多 项 P; 恰 有 一 个 绝对 值 
二 ! 的 特征 指数 , 故 再 由 引 理 4.4 证 明 出 的 同样 方法 ， 我 们 看 到 ， 
存在 zu 和 Vit 如] 一 1 = 42i1||， 使 得 


了 《log pCa — log lz) > 25 


且 
《log Ng_(50)0 — tog hy (2 关 2 对 上 闻 全 ， 
(6.2) 
其 中 闻 >>0 和 有 他 >>10 与 (4.2) 中 的 相同 ， 
把 (6.1) 和 (6.2) 结合 在 一 起 ,得 到 
lim oo 区 my 0， lim dou) we 0， f 一 0， 1， +., 1, 
县 《6.37 


事实 上 , 因 dimM: 一 3 蕴涵 dim2s 一 2, 我 们 可 记 vi 二 Yi 十 
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sDi。 若 7 一 0,， 则 vi 一 土 2;, 自 《6.3) 中 第 一 个 等 式 显 然 成 立 ， 
若 Yi 关 0， 见 由 (6.1) 和 (6.2)， 第 一 个 等 式 仍 成 立 , 因 
lim Ips 0 


ee la 
且 
,0 jo leC ws) 
ee ty ead 
ee lim 1 PH) 十 -5 ACH, 
| | pCaN jw Na 
= log |7;|. 


类 似 邮 ,我 们 可 验证 (6.3) 中 第 二 式 。 于 是 由 (6.3) 及 5 在 0 上 的 
双 曲 结构 ， 据 [43 我 们 易 见 S$ 在 上 有 双 曲 结构 。 但 正如 我 们 上 
面 已 证 的 ,这 不 能 出 现 ，3; 理 6.2 白 此 得 证 . 

定理 6.3 设 ye 有 (Mi;) 无 奇 点 。 则 5 为 结构 稳定 的 必要 
且 完 分 条 件 是 8 满足 公理 入 及 强权 截 性 条 件 ， 

证 ”充分 性 部 分 以 前 Robinsonaa 就 得 到 了 。 只 要 证 明 必 要 
性 , 设 5 为 结构 稳定 。 则 5 也 为 9- 稳定 ， 因 而 由 定理 6.1，5 满 
足 公 理 A， 

现 证 明 S 满足 强 横 截 性 条 件 。 设 若 不 然 , 存 在 一 点 5e M :一 
@, 它 在 3 的 基本 尝 8, 中 轨道 了 的 稳定 流 形 WWF， 上 ,也 在 S 的 基 
本 集 8, 中 轨道 8 的 不 稳定 流 形 WW* 上 , 而 丈 : 和 WV* 在 5 点 
非 杭 截 由 交 。 我 们 必 有 BBys 因 5€ M 一 8 ( 见 [13, 第 154 
页 ])。 于 是 ,通过 3 的 任意 小 C! 扰动 ， 我 们 可 假定 了 和 48 为 8 的 
周期 轨道 ,已 和 2 当然 不 可 缩 , 从 而 dimW' 一 dimW* 一 2。 再 通 
过 5 围绕 点 5 的 任意 小 C! 扰动 ， 我 们 可 进一步 假定 dim(W 作 
W*) 一 2。 然 而 ,利用 Kupka-Smale 定理 ( 见 [19, 第 804 页 ]), 这 
将 导致 与 5 的 结构 稳定 狂 的 馆 看 。 定 理 6.3 内 而 得 证 ， 

我 们 现 来 证 明 本 文 的 主要 结果 ( 见 $1)。 

定理 1.1 的 证 明 对 于 fe DiitKMN2) 的 扭 扩 ( 见 下 面 的 附录 ) 
运用 定理 6.1 和 6.3 中 的 必要 条 件 、 直接 得 出 定理 1.1 的 结论 。 
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定理 1.2 的 证 明 本 定 虱 的 条 件 是 必要 的 , 因 2- 稳定 的 fe 
DifECMH32) 及 进而 了 的 任 一 共 忽 至 多 有 可 数 个 周期 点 . 为 证 明 条 件 
是 充分 的 ， 我 们 首先 注意 到 fe Diff《M*) 的 局 期 点 在 2《f) 中 
稠密 中。 考虑 了 在 扭 扩 流 形 M; 上 的 扭 扩 向 量 场 584， 则 8 的 周 
期 轨 在 5; 的 韭 游 荡 集 中 稠密 , 且 3 6 弗 *《M1?) 无 奇 点 .于 是 由 定 
理 41 和 引 理 6.2 得 知 8 满足 公理 A 和 无 环 性 条 件 。 进 而 把 [13] 
中 的 结果 用 于 向 量 场 %， 且 利用 担 扩 的 性 质 ,我 们 推 得 了 是 2- 稳 
定 的 ,这 证 明了 定理 1.2。 


附 录 


我 们 说 一 下 关于 一 给 定 f€ Dif《M*》 的 扭 扩 流 有 形 ( 记 作 》 
M?+! 的 微分 构造 问题 , 因 在 这 里 有 需要 考虑 之 处 , 且 至 少 在 现在 
的 文献 中 似 还 不 太 明 显 ， MH?* 通常 为 商 流 形 (( 一 2，%) X 
M*)/ ~, 其 中 ~ 是 等 价 关系 : 对 整数 K， 《tax) rt (z 4 KR,f tCx)), 
且 对 于 M" 上 的 华 标 邻 域 U, (一 士 , 二 ) xU 和 (C0, 1)x0 
在 取 商 后 以 自然 的 方式 给 出 M?*' 上 的 地 图 册 。 了 的 扭 扩 8 是 
M?+! 上 通过 商 映射 由 (一 0,%) Xx M” 上 的 《dj4:,0) 诱导 的 
向 量 场 。 因 而 我 们 看 到 在 下 六 如 此 导出 的 微分 结构 仅 为 C!' 类 ， 
从 而 5/ 为 C? 因为 501， 

然而 太 7+! 上 的 这 个 C! 结构 包含 一 C” 结构 ， 对 此 3 是 
一 C! 向 量 场 ,而 M* 为 Mi 的 一 C” 子 流 形 ( 通 过 x* 和 (0,x) 
的 县 合 )})。 这 可 如 下 证 明 , 因 M" 是 紧 致 的 ， 存 在 5 0 使 得 在 
任意 xc M" 处 指数 映射 exp。 为 

rT, ~— {gE x (a) 1 Nal < 6} 
到 对 * 中 的 一 个 微分 同 胚 ,这 里 x 表示 M" 切 从 的 投射 。 对 任意 
¥ EexpT,, lt 8y ET 使 7 一 exp-8,。 设 7 为 《一 cyco) 上 
取 值 《0,1) 中 的 一 C” 实 函数 ,使 人 Do 一 0 对 上 <0， 有 (站) 一 1 
对 5> 1， 且 设 je Diff~(M") 使 f0'f (wx) € exp 了 。 对 所 有 x 
M*”， 则 当 f51f 充分 接近 DifPCM"*》 的 粳 同 映射 (在 C! 拓扑 下 ) 
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时 , 《0,1》x M" 到 自身 上 的 一 C! 微分 同 胚 可 由 下 式 给 定 
Appx) — (1,expr(n iB sis)), 

且 它 诱导 出 M7? 到 MN! 上 的 一 C! 微分 同 且 ,这 里 M%+! 是 

一 C” 类 微分 流 形 , 因 f, 为 C". 于 是 


”了 ) 4 dn(Cz) 
dA[ ,0 本 
5 2 一 A de Pn 小 


其 中 右边 为 《0,1》Xx M*” 上 一 C0? 向 量 场 ， 由 此 得 出 A- 把 M+ 
上 的 ”结构 带 到 M7?* 上 满足 我 们 全 部 要 求 的 一 个 5” 结构 
中 . 我 们 这 占 的 构造 实际 上 是 [17, 第 399 页 ] 在 处 理 圆周 上 CC) 微 
分 同 胚 时 给 出 的 构造 的 推广 。 显然 ， 可 以 对 任意 给 定 的 微分 同 胚 
Fe Diff"(M"),， + 之 2， 作 出 类 似 的 处 理 ， 
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六 章 阻碍 集 《ID) 


$1 引言 


在 第 三 ,四 章 中 ,我 们 介绍 了 有 关 常 徽 系统 的 阻碍 集 ， 并 琛 讨 
了 所 谓 正常 集 的 一 些 性 质 。 现 在 这 章 的 目的 是 双重 的 :《 一 ) 在 阻 
得 集 的 基础 上 ， 介 绍 所 请 极 小 野 变 集 ;《 二 ) 探讨 有 关 非 游荡 集 是 
否 有 双 曲 构造 这 方面 的 一 个 问题 。 后 一 个 问题 目前 十 分 重要 ， 前 
者 则 是 我 们 现在 这 工作 的 一 个 基本 养眼 点 ， 现 申述 如 下 ; 

我 们 将 普遍 以 M" 表 一 * 维 紧 致 的 C“ Riemann 流 形 ,s 之 
2, 并 以 溉 表 MM* 上 所 有 C! 常 微 系统 ( 即 切 向 量 场 ) 作成 的 线性 
空间 ， 后 者 赋 以 C' 模 上 :此后 邑 成 一 Banach 空间 。 取 定 M" 上 
一 拓扑 度量 ， 其 中 任意 点 * 及 了 的 距离 将 记 作 dist(x, y)， 并 对 
M?" 的 子 集 天 及 8 之 0, 记 UCK,s) 为 K 在 M" 中 的 s- 邻 域 。 如 
所 知 , 若 XE 有 ， 则 开导 出 好 "上 一 C! 单 参 变换 群 (将 记 作 》 

pr: MM, Tt 0, 
从 而 在 M" 的 切 空间 从 
a- U az， 
上 导出 一 单 参 变换 群 
Dx dbx YG > CF, < %, 
其 中 儿 , 表 M?” 在 * 处 的 切 空间 对 于 XE 骂 的 一 轨 线 8 一 
fpxda)lte (一 00,%)}， 我 们 将 以 lIndx(8) 家 当中 子 线 性 空 
问 
te ellimlox(u)! — 0} 
的 维 数 ,并 记 
1x(0) = lnd(_xx(0) 一 Indx(0), 

易 看 出 Indx(8》 与 1x(Q) 的 确定 与 8 上 的 点 4 的 选取 无关 。 但 
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以 后 用 到 的 ,实际 将 只 是 2 是 称 的 表 点 或 ( 异 计 奇 点 的 》 周期 轨道 
这 两 种 情况 ,并 且 主 要 涉及 到 的 ;还 将 是 双 曲 奇 点 与 双 曲 周期 轨道 
这 些 情况 (参看 后 面 命题 5.8 证 明 )。 当 9 是 X 的 双 曲 奇 点 时 ， 显 
然 

ind_n(O7 一 + Indx(0) 一 = 一) ， (1.1) 


又 当 Q 是 的 双 曲 周期 轨道 时 ， 
Ind i(Q) ~ et 0), Indx(0) 一 “= 10. 


(1.2) 

必 据 周知 的 结果 易 看 出 在 这 所 述 的 双 黄 式 情 况 下 ， 名 就 X 来 说 的 
稳定 与 非 稳定 流 形 的 维 数 都 起 由 1x(0) 及 M" 的 维 数 确定 了 
的 。 

本 章 主 要 考虑 一 给 定 的 5€ 经 ， 并 简 记 

中 一 ps B= Py 

命 Q 为 5 所 有 非 游 荡 点 作成 的 集合 。 如 通常 ，x € 8 当 且 仅 当 对 
每 一 上 > 0, 都 有 一 数 1, 守 1 使 U(x, 86) 人 $sU(x, 5)) 夺 0. 
非 游 荡 集 QQ 是 M" 中 一 闭 子 集 ， 在 由 (一 co 过: 过 co) 下 不 变 , 它 
的 拓扑 结构 一 般 很 复杂 。 我 们 将 采 计 下 这 

定义 3 的 一 非 游荡 点 “ 将 叫 作 混杂 的 ,如 果 对 任 结 的 之 
0, 存在 Xi 及 X;€ 铭 使 得 X; 有 奇 点 或 周期 轨道 0; 满足 

C1) 1X; 一 5 二 8 且 UCa,s) 与 9; 相交 , i 一 1,2; 

(2) Tx.(Q1) < 1x,(02). 

我 们 提 述 一 下 ,根据 C' 封闭 引 理 ([5,16])， 便 存在 满足 这 里 
(1) 的 六 及 它 的 背 点 或 周期 轨道 2. 

下 面 定理 是 本 章 的 一 个 主要 结果 。 

定理 11 设 St 慨 不 具有 混杂 非 游荡 点 ， 则 ?9 是 2- 稳定 
的 ， 

换言之 ,在 定理 假设 下 , 若 XE 采 使 上-3 充分 小 , 则 有 
从 号 到 多 的 非 游荡 集 上 的 拓扑 变换 把 5 在 0 中 的 积分 线 映 至 针 的 
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积分 线 。 

考虑 M* 中 一 闭 子 集 4, 在 4 一 o 二 < ce) 下 不 变 ， 砍 
通常 ， 我 们 将 称 § 在 4 上 有 双 曲 和 构造， 如果 部 份 从 多 14 有 直 和 
分 解 

GIA- FDISAIDBD TF , 
其 中 {S14A} 由 S14 产生 ,而 -及 + 都 在 BD(—0 ZE 
c) 下 不 变 , 且 存在 数 1 >0 及 中 <0 使 得 
上 9.Ca)l < 4lellexbCar) 对 所 有 xe 名 -及 1 守 0， 
DAw)1 4liwllexpCpt) 对 所 有 we 多 +， 及 t 袍 0， 

本 章 还 将 给 剖 

定理 1.2 设 Se. 纪 不 具有 混杂 非 游 荡 点 。 则 5 在 9 上 有 
双 曲 构造 . 

至 今 为 十 ， 有 关 微 从 动力 体系 理论 的 仍 待 解决 的 主要 问题 中 
有 一 个 是 所 谓 旭 - 稳 定性 推测 是 否 成 立 。 这 推测 说 ， 若 $5 是 0- 稳 
定 的 , 则 它 满足 公理 4 及 无 环 性 条 件 ( 关 于 这 些 名 词 ,， 例如 可 参看 
[6], 这 里 不 重 述 )。 这 推测 的 送 命题 久 已 知 是 成 立 的 (Pugh-Shub 
[61、Smale [7])。 但 这 推测 本 身 , 除 开 闭 曲面 上 微 拓 变 换 这 特 款 
外 ( 现 [2j 及 [17]; 如 所 周知 , 微 拓 变 换 产 生 的 离散 动 广 体系， 在 许 
多 问题 上 ,通过 护 扩 的 办 法 可 作为 常 微 系统 的 特 款 来 考虑 )、 余 均 
疝 待 验 江 。 如 所 周知 ,就 这 目的 来 说 ,关键 是 费 证 明 , 若 5 是- 稳 
定 的 ， 则 8 在 2 上 有 双 曲 构造 。 我 们 在 定理 1.1 的 证 明 过 程 中 即 
可 得 出 定理 1.2, 然而 这 后 一 定理 仍 可 注意 ,因为 根据 本 章 定理 6.1 
将 可 以 看 出 , 2- 稳 定性 推测 等 价 于 下 述 内 容 很 不 笨 层 的 推测 ， 即 
若 3 是 98- 稳定 的 , 则 5 不 具有 混杂 非 游 功 点 。 我 们 希望 这 等 价 性 
将 有 助 于 原 间 题 的 解决 。 定 理 1.1 及 1.2 的 证 明 将 在 35 未 完成 . 

本 章 中 我 们 将 从 阻碍 集 出 发 引进 所 谓 极 小 歧 变 集 作为 探讨 间 
题 的 工具 .M? 中 一 子 巢 4 将 称 为 8 的 瑟 变 集 , 如 果 4 左 M* 中 闭 ， 
在 由 (一 co < < co) 下 不 变 , 且 4 与 ?的 阻碍 集 O65(5) 的 交集 非 
空 。 5 的 一 监 变 集 将 称 为 极 小 的 ， 如 果 它 的 每 一 真子 集 都 不 再 是 
5 的 硫 变 集 , 我 们 将 可 以 看 出 ,关于 极 小 歧 变 集 的 定理 3.6 及 定理 
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5.7 在 定理 1.1 及 1.2 的 证 明 中 ， 以 及 极 小 歧 变 集 在 关于 3 维 流 形 
上 常 微 系统 的 定理 6.4 证 明 中 ,部 起 重要 的 作用 。 一 般 说 来 , 极 小 
该 变 集 的 讨论 在 本 章 中 占 主要 地 位 ， 


$2. 阻碍 集 与 极 小 歧 变 集 


为 方便 ,我 们 将 先 简 格 回顾 阻碍 集 。 仍 如 同上 节 中 ,车 虑 一 尾 
给 的 Se .有 ， 及 它 在 M" 上 导出 的 单 参 变换 群 di( 一 co < 之 +1 过 
co) 以 及 在 M* 的 切 空 间 从 多 上 导出 的 单 参 变换 群 8,( 一 % 一 
<o0)。 记 vo: 名 一 M* 为 从 投射 ， 嘻 :一 or)》 对 x€ M", 记 
村 为 5 所 有 常 点 作成 的 集合 ;这 是 Ms 中 一 开 子 集 , 在 4 一 2 到 
1 < co) 下 不 变 。 命 多 为 8 的 共 谍 从 。 这 丛 在任 一 点 +EM 处 
的 纤维 多。 由 禄 。 中 所 有 与 Cx) 正 交 的 向 量 组成。 对 (rsz)e 
(一 oo， co) x 荡 ， 到 te) 为 pe) 在 多 wwwy 上 的 重 直 投 
影 ,这 给 出 一 单 参 变 换 群 

出 :0 一 甸 , 一 oo < 天 oo。 
由 把 多 ,线性 变 狗 至 旬 上 ,对 任 一 (rz)e( 一 co ,00)X M， 
又 对 u€ 雹 ,,x《 M， 记 狼 # 为 多 ,站 所 有 与 * 正 交 的 向 量 作成 
的 子 线性 空间 , 则 对 te 《一 ,00》 可 取 叭 一 的 于 (ww)€ 锚 seo 与 
中 ( 国 x) 正 交 且 使 出 (#) 一 于 (1) € 《图 1), 这 也 给 出 一 单 参 变 
换 群 

BD, Lt 
( 抑 112,$2313,821》。 红 上 的 这 两 个 变换 群 是 本 章 以 后 的 讨论 中 
主要 涉及 到 的 。 

命 多 * 为 多 在 多 中 的 闭 包 ， 我 们 可 把 多 上 的 变换 群 到 
(一 oo 二 :一 oo) 扩充 至 幼 * 上 ， 事 实 上 ,对 任 一 wE 3, 记 *x 
为 儿 wny 中 所 有 与 : 正 交 的 向 量 作成 的 子 线性 空间 。 则 对 :+€ 
(一 co,00) 可 取 唯 一 的 (Ww)€ BF wivlwy 与 B(*4) 正 交 且 使 得 
Zi(#) 一 gx) e ed)。 于 是 这 也 给 出 一 单 参 变换 群 

i < 一 :<co， 
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从 多 的 定义 易 看 出 再 , 限制 在 多 上 即 为 到 ， 故 玩 :多 一 钨 可 
扩充 到 氏 *# 上 一 单 参 变 换 群 
,Dr 一 DB*, 0 < < 一 oo， 


即 加 , == 区 ,| BD*。 易 看 出 这 样 扩充 的 存在 是 唯一 的 .。 
对 任 给 的 w€ 狠 * ,| 于 ,((w) 对 :可 答 , 置 
sy = du) 
A az tg 
这 函数 对 we 9* 连续 ( 见 [13,42;11, 前 言 ]), 命 遍 一 {ve 2 
lx| 一 1}， 这 是 一 紧 致 可 度量 空间 。 我 们 可 在 安 上 定义 一 单 
参 变 换 群 


A < 一 oo 
满足 败 ,(z)| 完 (x) = 更 (w), 并 有 


,C0 一 exp | oC ar (2.1) 


对 任 一 (1,#)€E《 一 00,00) X 号 《 风 [13,82]) 
照 [12,13], 5 的 阻 得 集 定义 作 
OBCS) = {x = ou) € Mn € DD*, 
lx 一 1 一 inf ， ,Cx)}. 


1g 


从 变换 群 (一 o0 过 :+ < co) 的 连续 性 , 易 看 出 05(S》 是 M" 中 
一 闭 子 集 。 M*” 中 一 闭 于 集 4 将 称 为 8 的 正常 集 ， 如 果 4 在 
$i 一 00 之 + 之 oo) 下 不 变 , 且 4n(I(S)UO5CS)) 一 0, 其 中 13) 
表 S 所 有 奇 点 作成 的 集合 (在 M" 中 ) 的 内 集 。 现 在 ,我 们 来 给 

定义 M" 中 一 子 集 4 将 称 为 8 的 歧 变 集 ， 如 果 4 在 M" 中 
闭 , 在 (一 co 之 + 之 co) 下 不 变 , 且 

ANOBbS) x 0. . 

例如 , 若 08(3) 失 0, 则 M" 自身 即 为 一 歧 变 集 ,$ 的 一 奔 变 集 将 
称 为 极 小 的 ,如 果 它 的 每 -真子 集 都 不 再 是 8 的 野 变 集 。 

命题 21 8 的 每 一 战 变 集 都 至 少 和 包含 一 极 小 歧 变 集 ， 
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证 “与 通常 关于 航 小 集合 的 存在 (例如 , 见 [9, 第 五 章 ,$7]) 同 
一 原则 ,由 于 流 形 M" 紧 致 , 且 088S) 是 M* 的 闭 子 集 , 易 看 出 任 


一 歧 变 集 序列 Fl 汪 F 汪 了 汪 -…: 的 交集 站 Fi 仍 是 一 些 变 集 .于 
t=1 


是 应 用 Brouwer 约 化 定理 (例如 , 死 [8, 第 43 一 44 页 j) 到 现在 这 
情况 即 给 出 命题 。 
附 记 ”可 直接 来 证 这 命题 如 下 ， 命 {Wi 站} 为 对 ”的 一 可 数 
基 。 显然 , 4 的 一 歧 变 集 忆 中 存在 一 真子 歧 变 集 当 且 仅 当 存 在 某 
些 了 满足 要 求 : 
FF— UU $AWi) 


了 本 《一 四 四》 


是 3 的 真子 歧 变 党 。 若 对 下 ,存在 满足 这 要 求 的 记 则 可 取 这 些 7 
中 最 小 的 一 个 , 记 作 jr, 并 记 3(CF) 一 Flip); 并 且 ， 若 8 了 ) 仍 
含有 真子 歧 变 集 , 易 看 出 js 过 is.im。 设 相反 地 ， 命 是 对 5 的 某 一 
歧 变 集 A4 不 成 立 , 则 可 考虑 序列 A 王 ,sds*……， 其 中 + > 
3(A4)， 它 是 4 中 一 真子 野 变 集 , 由 是 jax 过 fax 从 而 序列 {iax} 


无 上 界 。 但 另 一 方面 ,每 一 hi 包含 Atst 因而 包含 A 二 门 刀 作 


为 真子 歧 变 集 , 且 因 已 假定 命题 对 4 不 成 立 , 故 又 可 定义 3(A), 并 
易 看 出 jx 二 ja3， 故 序列 {fj44} 又 有 上 和 界 。 这 是 一 矛盾 ， 证 明 命 
题 .这 样 证 明 格 式 的 一 般 框 架 是 已 知 的 (网 [8, 第 44 页 ])， 但 应 用 
到 我 们 这 具体 情况 ,显得 尤 清 吏 , 故 附 记 于 此 。 

从 [13, $3] 易 寻 出 ; 5 的 一 极 小 玻 变 集 A 仅 由 一 点 如 组 成 
的 充 要 条 件 是 x 为 5 的 一 非 双 曲 的 奇 点 ， 若 这 4 含有 多 于 两 个 
点 ; 则 有 含有 5 的 常 点 E05(5), 是 不 含有 5 的 非 双 曲 的 奇 点 。 下 
述 命题 显然 成 立 . 

命题 22 设 A4 是 $5 的 一 极 小 睹 交集 ,a€ A4NMmOB(5)， 则 4A 是 
轨 线 P。 一 {pCa)ltE 《一 00,00)} 与 了 的 o -极限 集 合 『。 及 c- 
极限 集合 Ts 三 者 的 集合 和 ， 因 而 是 连通 的 ; 并 且 当 a eT。 时， 
Ai 一 T., 且 当 ccer 时 ， A= TT, 


关于 w 及 c- 极 限 集合 的 定义 及 一 般 人 性质 ,例如 见 [9, 第 五 章 ， 
53], 它 们 都 是 动力 体系 空间 中 的 不 变 闭 子 集 . 
我 们 也 将 用 下 面 的 一 些 记号 : 对 任 一 x& M"， 记 
F-(x) = {u€ ,lim lO) = 0}, 


P:(za) 一 {ue Flim Io) = 0}. Ce) 


这 些 都 是 儿 。， 的 子 线性 空间 ,并且 @,(F-(x)) 一 FPF_($,(x))， 

DFLCz)) I Fl,Cx)) 对 SE 《一 co ,00), 对 任 一 XE ad ， 记 

DC 一 人 ee Bl lim dp = 0}, 

D(x) 一 {nu€ Dl lm IoC0t = 0}, 

这 些 都 是 多 。 的 子 线性 空间 , 并 且 CD_(x)) 一 D_(g,(x))， 
pCD (x)) he D(Cp lx)). 

命题 23 设 4 是 3 的 一 歧 变 集 ，o 是 5 的 一 常 点 《40 

OBC3)。 则 


(2.3) 


dim(F_(a) + {Sta)} + Fila)) < #4, {2.4) 
dim(D {a) + Di(a)) < #1. (2.5) 

证 据 阻 碍 集 的 定义 ， 存 在 一 w€E 名 ,lw 一 1， 尘 得 
ef NSAw)N ee 1, EE dim(F-(o) + {Sa)} + Fle)) 一 ms 
则 至 少 有 一 veE PF_(a)UF4io), 它 不 E*w 但 vv 一 wE*w， 从 
而 | 者 w 首 一 上 玫 ,(w) 委 Bij(v 赣 ， 这 给 出 lm lAw) 0 


或 im 1 到 (ww) 一 0, 但 这 不 可 能 , 故 (2.4) 成 立 .类 似 可 证 (2.5). 


$ 3 简单 极 小 歧 变 集 


定义 5 的 一 极 小 歧 变 集 4 将 秘 为 简单 的 ， 如 果 它 满足 下 述 
条 件 (1) 或 (2)， 即 〈1)4 不 含有 8 的 常 点 ,或 (2)4 含有 8 的 一 党 
点 ae 06(5) 使 得 轨 线 P, 一 {g(a)lte (一 0 ,00)} 的 w- 极 限 
集合 r。 及 a- 极 限 集 合 P 都 是 4 的 真子 集 . 

根据 上 节 所 述 , 这 定义 中 的 4 在 情况 (1) 下 构造 极 简单 ， 即 它 
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仅 志 3 的 一 非 双 曲 的 再 点 组 成 。 条 件 《27 等 价 于 说 Te 及 Ts 都 不 
含有 a, 这 时 4 一 PUT.UTs 根据 下 面 行将 证 明 的 定理 3.1 及 与 
之 相仿 的 关于 =- 极 限 集合 的 证 断 , 仍 可 以 有 较 清 晰 的 构造 横 型 ( 见 
本 节 末 定理 3.6)。 
对 绾 (ze 好 》 中 的 任 一 子 集 天。 记 
BK ~ |\@u. 


这 是 急 , 中 一 子 线性 空间 。 易 验证 4 ( 国 天 ) 一 鸭 ,(K) 对 1€ 
〈 一 co ,co)， 若 六 是 久 ; 的 子 线 性 空间 , 则 加 :下 》 是 名 ww) 中 
一 子 线性 空间 , 且 dim 更:( 天 ) 一 dim K( 见 [13,521), 
定理 3.1 设 4 是 5 的 一 常 点 ,过 它 的 辆 线 PP, 一 {difKe)tre 
(一 00 ,00)} 的 ww- 极限 集合 T。 与 05(5) 不 相交 , 则 5 在 TT。 上 有 
双 曲 构造 , 且 了 .或 则 仅 由 3 的 一 奇 点 x 组 成 ,或 则 CCM， 在 前 一 
情况 下 ;有 dimF_(a) 一 dimF_(xo)， 在 后 一 情况 下 ,存在 数 过 
0 及 2 之 0 使 得 
| 四 Sn)lerpl ni) wnE D(a)ss 0 及 1> 
lp a)) 宕 Cr) Nexp(C— pt) 对 #€ @D_ (qo), 01 dd 
(3.1) 
我 们 须要 从 已 有 的 结果 ( 见 [12,13] 等 ) 来 推 证 这 定理 。 为 方 
便 , 先 给 几 个 引 理 。 
引 理 3.2 设 天 是 多 ,sw《 MM) 中 一 子 线性 空间 , 它 对 于 某 数 
和 <0 及 T, 之 0 来 说 满足 
Ns) 之 Keep 一 of 对 wnE Ks 守 0 及 1 之 Ts 
(3.2) 
| 更 .Ce 委 | 多 (ww)lexpCht) 对 wn€ 鸭 K,: 守 0 及 1 守 工 ， 
(3.3) 
则 多 。 一 K 名 D(a)， 且 对 菜 数 4 <0 及 TT 之 0 来 说 有 
sr) pn) ilexp(tt) 对 s€ Dl(o),s 守 0 及 1 之 T'. 
《3.4) 
证 ”我 们 将 著 虑 给 在 T11yS1] 中 一 类 型 的 线性 方程 组 并 应 用 
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【11, 引 理 3.5] 来 证 明 这 引 理 。 为 此 ， 取 M* 在 a 外 的 一 正规 *# 标 
架 8 二 (5Ca)NlisCa)ll,a) 使 
projie EK 对 1 dim K, 
考虑 5 在 M” 的 正 交 #4- 标 架 从 多 。 上 导出 的 单 参 变换 群 
XA 一 00 过 1 之 co 交 见 [il)81])) 并 篇 记 at 一 projirXiC8), 1 
< 安 天 委 ?一 1, 从 这 变换 群 ,由 与 更 的 定义 及 (3.2),(3.3) 易 检验 
uls) E blK) 


{3.5) 
aC = pro riX_eXs raCB 
pwals + OF uls + 12) lexplhos) 
对 5s 守 0,7 守 To, 及 1 三 dim K; 
uls) E BP(K) 一 E(BK) 
(3.6) 


[#301 = llprojatiX-Xs ra) Cans + 
之 luils + 1)llexp(—Nor) 
对 :5 守 0,7 守 了 To, 及 dimK < 过 kn 1， 
我 们 于 是 考虑 线性 方程 组 (KR,) 


人 一 JRCDesze( 一 cosco)sye Bon 


《 见 [11,$1])。 据 (3.5),《3.6) 及 [11, 命 巅 1.2 及 1.3] 可 看 出 
1 it a ae a 
+| diagi B,C")Yadr 
ts 所 对 之 0 闫 TT 及 dimKK< 才 nn 一 1， 
于 是 据 [11, 引 理 3.5], 存 在 数 1 <0 及 T >0 及 吾 ? 中 的 一 
子 线性 空间 及,，dim 太一 wn 一 1 一 dim ,使 得 只 要 yz y) 是 
(名 ,的 一 解 取 初 值 y.(9,y) 二 yt HH， 芭 有 

上 yks 十 259) 和 ys57)lexp《4%) 对 s 守 0 及 :之 7 


sn—l1 


命 D(a) = {x€ ,14= >} yprojies y= Cy, 7 y"™) eH}, 
x 二 1 


则 据 (3.2) 及 [11, $1] 易 验证 D(a) 一 D_(a), 多 ,一 天 四 DCe)》 及 
《3.4)。 引 悍 证 完 。 
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引 理 3.3 设 6 对 ,而 天 是 多。 中 一 子 线性 空间 , 它 对 某 数 

1 过 0 及 了 >> 0 来 说 满足 
地 -Ce 中 之 lfexp( 一 1z》 对 wE 民 及 1 守 T.。 《3.7) 
则 天 C 的 厂区 5)。 

证 设 相 反 地 , 引 理 结论 不 成 立 , 旭 有 坟 E 及 ww4€ D,(3) 使 
nm 不 芭 外 wo。 则 由 | 和 0， 且 对 于 某 一 sk 《一 20， 00) 有 sm ey 
Wo € 多 to， 从 而 C5) 一面 (10) € (图) 一 多 加 (zw)， 这 给 出 

lm luo & lim gCsw)l = 0, 


与 (3.7) 矛 盾 , 这 证 明 引 理 ， 
任 给 整数 p,0 委 训 魏 z 一 1， 对 任 一 xe M", 中 所 有 的 
户 维 子 线性 空间 构成 一 Grassmann 入 形 .tx), 密 。 中 这 样 一 
子 线性 空间 4 作为 A ,(x) 中 一 点 时 ,将 记 作 [4 。 我 们 考虑 以 
M" 为 底 空 间 , 并 以 Grassmann 流 形 为 纤维 自然 作成 的 从 
-一 UV A px), 


记 or:AH ,一 M" 为 从 投射 (o*(AMV (x)) 一 x),AHV。 是 可 度 
量 的 ,其 上 一 拓扑 度量 可 如 下 给 出 。 事 实 上 ,考虑 M? 的 实心 切 球 
从 多 # 一 {x€ 多 | 所 1}, 这 是 紧 致 可 度量 空间 。 任 取 叫 # 上 
一 拓扑 度量 p, 则 p 是 有 界 的 。 于 是 对 名 ,, x*,x’E M") 中 的 
维 子 线性 空间 4,A',， 可 到 
pA,A') 一 inf{8 € (0,0)| UANG#,8)DAN GE#, 
UA NEG)DANG#}, (3.8) 
其 中 Unw( ,6) 表 示 多 # 中 子 集 的 ?5- 邻 域 。 易 看 出 这 给 出 ,上 
一 拓扑 度量 p*(i4]， [4 人 7) 一 p(4 4) 对 任意 的 [4 人 ]，54] € 
-MM ,，， 由 Grassmann 流 形 从 作成 的 数学 语言 用 起 来 有 方 皇 之 处， 
例如 在 下 面 引 理 的 证 明 中 就 可 以 看 到 ,其 中 
-一 ky NH ,x), 


Nr) = {AE A ACHD, I Lr 有 TB: N,N 是 
狗 上 的 单 参 变换 群 y,, 了 ,( 一 0 二 上 和) 自然 地 分 别 在 -Ar 
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上 导出 的 单 参 变换 群 ， 

引 理 .4 设 过 一 点 ee M 的 轨 线 P。 一 {$Ca)li€ (一 %0， 
c)j 的 w- 极 限 集 合 T, 包含 在 MM 内 , 且 设 5 在 T。 上 有 双 曲 构造 ， 
又 设 Be 是 芒 , 中 一 子 线性 空间 ,dim By 二 dim D_(xz6) 一 pp 对 -- 
点 ET,， 有 具有 性 质 , 即 , 对 某 数 1 天 0 及 了 工 >0 来 说 有 

| 本 ,Co < | 本 Cs)lexp(15 对 w€ Boss 守 0 及 上 疡 了 
则 多 ,一 (BB,)DBD.(e) (3.9) 
且 存 在 4 一 0 及 下 守 > 0 使 得 
sr Ben) exp( 一下》 


对 w€ 图 B,。 :之 0 及 i1 守 了 ， (3.10) 
br < lop) expCh) 
对 wnED_ (a),s 守 0 及 1 守 工 ， (3.11) 


证 因 5s 在 T, 上 有 汉 曲 构造 ,存在 数 16 二 0 及 Ti>0 使 
得 对 任 一 x*ET,, 有 dimD_(x) 一 dim( 的 Dy(x)) 及 
oC lg) lexpl —1r) 
对 weED+:x) DBP0 及 了， (3.12) 
忠 因 TI 是 连通 的 (由 于 M* 紧 致 )dim D_(x) 三 dimD.(x) 一 p 
《有 见 [13,4$4 及 5]) .考虑 . 信 , 中 的 单 参 变换 群 罗 XC 一 co < < co) 
及 轴线 {本 ([ B86])|iE 《一 00 ,00)} 的 w- 极 限 集 合 T*. 从 (3.9) 及 
亚 : 的 连续 性 易 看 出 ,对 任 一 [A]E1* 有 
Ca) |vw) explAt) 对 wn€E A, sE(—00, 0), 1 之 工 , 
于 是 因 co*#([B0]) 一 $0(B0) 一 四 必 a) 蕴涵 o*(T*)CT,， 握 
引 理 3.3 可 得 4 一 国耻-(y) 对 一 点 ytT,。 故 
COC{I@Di(r)] € Nr ET,}, 
于 是 我 们 考虑 由 r [4]) 一 [ 龟 41€ NH, 定义 的 拓扑 变换 r:-A， 
阅 . 放 ,, 其 中 9 一 ”一 1 一 p， 显然 r= 二 Tir 且 (一 
A, 故人 HY， 中 就 单 参 变换 群 (一 0 < 过 + 过 co) 来 说 ,轴线 
{pr([BBJ)E .Ye 一 co ,00)} 的 vo- 极 限 集合 是 ri*, 且 
TICALDICA)] EN ,x ET,}, 
结合 这 些 及 3.12〉 以 及 g, 的 连续 性 ， 我 们 可 得 出 数 41 二 0 及 
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T 省 0 使 得 

pn > p(n) lexp( 71) 对 x 狼 Boss 之 0 及 ft 实 工 ， 
进一步 据 这 不 等 式 及 (3.9), 并 应 用 3 引 理 3.2, 我 们 有 多 ,一 ( 怨 B,) 
全 D(a),， 上 且 对 某 数 如 <0 及 7, 0 来 说 有 

8) < ,Cu ) expC ts) 
对 wD_(a),s 守 0 及! 守 工 ,. 

故 引 理 结论 成 立 ,只 须 取 1 一 Max{4,4s} ,了 一 Max{T1,T,}, 

定理 3.1 的 证 明 记 HCT,) 一 {nw& 多 |o(w)eT,}, 这 是 紧 臻 


可 度量 空间 多 中 一 闭 子 集 , 在 单 参 变 换 群 下 (一 co < < oo) 下 
不 变 ， 据 定理 假设 ,有 06(S)mir。 一 0 或 等 价 地 
ue |) ode 0 对 所 有 +€ (一 ooo)jnncr,) 一 0 
{3.13) 

[ 见 (2.1)]。 于 是 我 们 可 应 用 [12, 定 理 G]? 到 空间 纪 及 其 上 的 连 
续 函 数 6Cw) 以 及 单 参 变 换 群 宁 ,( 一 oo 二: 二 oo) 这 情况 ,得 出 
nCT。) 的 一 分 解 

I(T ) = HHUAUD 
及 2(T) 的 一 闭 子 集 He*CT， 满足 下 述 要 求 : (ii) TI_，I4 及 
们 彼此 互 不 相交 ,都 在 熏 ( 一 co < :< oo) 下 不 变 , 且 了 及 了 
孝 是 DCT》 中 的 闭 子 集 , 而 耻 一 壕 (w)]ie (一 co co)sxeDsji 
(iio》 存 在 数 4s < 0 及 ds 之 0 使 得 
tnx XX #€EN_ 及 1 守 dy, 
一 1m*# 对 wt 及 1 二 一 d#， 
me 对 # EI*,s 守 0 及 dh， 


一 19# 对 WE ss0 及 工 魏 一作 。 


四 | 家,(x))dr 一 | 
2 2 
aC) a < | 
2 .9 


记 刀 一 TU 得 (le(0soo)sxeaBey: 二 HU 从 (w)|te 


1) 文献 [12] 中 的 定理 A，B, C，D,E,F 和 G 分 别 是 本 书 第 三 章 中 的 定理 3.1， 
3.273-3?3.433.53.6 和 4,1， 


站 7 .9 


(一 co ,0y,we H*}， 从 函数 GCw) 及 变换 群 站 (一 co < :一 co) 
的 连续 性 以 及 〈isy，(iit) 易 看 出 , 吾 - 及 已 , 都 是 ICT。) 的 闭 子 
集 , 且 对 每 一 正 整数 和 可 分 别 取 日 -,H; 在 族 中 的 邻 域 W_-( 旭 ， 
fr+(A)》 使 得 


| 6( 写 (w))dr < 


对 we 和 (dt 去 :二 四 十 天 (3.14) 
) BA dr in 
对 “6 WOR), —d# 一 Ydr。 C3.15) 


又 WC 一 邢 -(R) UWiCR) 也 是 HCT,) 一 H_UH; 在 荔 中 
的 一 邻 域 ,从 入 的 紧 致 性 及 ol| 几 :多 一 M" 的 连续 和 性， 对 每 一 
可 取 T 在 M? 中 的 一 邻 域 NC(X) 使 得 

{ze Bloln) EE NGC) EWCE). 
于 是 ,由 于 几 是 S 过 常 点 4 的 轨 线 了 ,的 w- 航 限 集 合 ， 对 每 一 
可 取 一 数 T(X) 之 使 得 半 轨 线 {pCa)lsE 《TC(R),00)}CNCG)， 


从 而 
Bpiiw 站 岂 CWCR) 对 所 有 1E《T(R),00).。 《3.16) 


我 们 说 , 存在 一 之 ds 具有 性 质 : 对 任 给 的 mte B, 介 族 
及 jE《T(h),00), 只 要 定 ,。 (ze 到-(f)， 即 有 完 《vs)E WC6) 
对 所 有 te 《s。 十 dx,00)， 事 实 上 , 设 相反 地 ,对 每 一 之 dx 存在 
Cs EE (四 0 密 ) X 《TC 和，%9) X 44 十 dx,09) 使 得 
家 (os € WA 但 本 (zt) 不 了-( 和 。 则 据 (3.16)， 
衣 ，，， (名 (Cot)) 一 和 Co) er， 可 取 芭 E《s4， 级 》 使 得 对 
ELST 来 说 的 函数 


村 


| ro)ar 


在 吉 处 取 极 小 值 ,并 置 5 一 全,(o)， 这 给 出 
| Ba > 0 Nte bs — Hoh — i 
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我 们 可 应 用 (3.14) 及 《3.15)。 于 是 先 看 出 44 一 蒜 关 ds 十 天 进而 
有 


[adr > 一 (de + Rss, 
[BGO > Cd + rs. 


这 以 及 尺 ww) 在 咏 上 的 有 界 性 给 出 


上 mm 人 《人 = $4) 一 —00, lim(a = 3 ) = Oo， 


但 埠 是 紧 致 可 订 量 的 空间 ， 故 存在 出 某 些 5 作成 的 一 序列 , 路 
伍 到 一 56 孵 。 于是， 结合 这 些 以 及 还 数 Sw) 及 变换 群 到 的 
连续 性 就 给 出 


人 sv))ar >>0 对 所 有 ze (一 9,00)，， 


但 5€ BCT。)， 因 为 T。 是 8 的 轨 线 P。 的 中 -极限 集合 , 且 共 
5% 字 了 (4) 关 这 样 , 我 们 就 得 出 与 (3.13) 相 矛盾 的 结论 ， 这 了 矛 
盾 证 明 我 们 斯 语 中 如 之 dx 的 存在 ， 进 一 步 再 结合 (2.1) 及 (3.14) 
我 们 可 看 出 : 对 任 给 的 me 多 , 门 饭 及 meT(i)，o) 只 要 
现 .(o0e 丈 -(f》， 即 有 
log DON 一 人 家-(o)ar < me (3.17) 
。 对 所 有 的 sE 《so 十 dx,00) 及 1 EL《dx,90)。 
我 们 将 进一步 用 [12,13] 中 的 一 些 结果 来 完成 定理 的 证 明 , 并 用 记 
里 
了 (xz 一 {weE 咯 .lx 与 5S(x) 及 Fi+(x) 都 正 交 }， 
BA 一 faee 叶 .lx 与 $l(x) 及 F(x) 都 正 交 } 
对 于 *e M*。 这些 都 是 多 。 的 子 线性 空间 。 先 设 
(1,) F。 不 含有 8 的 奇 点 ， 即 TCM， 记 rT' 一 {xeET,| 
dimB_(x) 一 T dim Bx) 一 wp 一 1 一 上. 因 邓 " 紧 致 萄 洱 工 。 关 
0, 且 OCSJnT。 一 0， 可 应 用 [12, 定理 8], 看 出 至 少 有 一 /使 
请 关 0。 命 也 为 最 大 的 整数 使 了 ? 关 0。 我 们 说， 对 任 结 的 0 所 
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P 二 pp 必 有 IT? 一 0。 事实 上 , 设 相反 地 ,这 不 成 立 ， 任 取 BE Tt 
及 bET?'。 据 [12, 定 理 D] 及 前 面 (ii,), 易 看 出 B56) NC 
n_CW-( 如 ), 于 是 因 FT。 是 3 过 常 点 2 的 轨 线 的 w- 极 限 集合 ， 
我 们 一 方面 可 取 一 wmE《T(i),co) 使 得 $C《e) 充分 靠近 如 ,从 
而 使 得 多。 中 有 一 2 维 子 线性 空间 B。 满足 名 (Bo 作 多 ) 忆 
W-_《 刘 ), 另 一 方面 结合 [12, 定理 Dl 中 所 述 关于 BC 的 性 质 ， 
又 可 取 一 EE 《sw 十 dx，00) 使 $s Ca) 充分 靠近 上 站， 从 而 使 得 
劝 。 中 有 一 2 一 1 一 思维 子 线性 空间 Bi, 它 对 一 数 dl 之 44 来 
说 满足 
上 ,Cw 之 1 对 所 有 we 礼 (BN 多). 


于 是 存在 me BN Bin 疡 使 得 一 方面 # 一 全 (om) 满足 这 个 不 
等 式 ， 另 一 方面 , o 对 于 ;一 和 及 1 一 di 又 满足 《3.17)， 因 为 
dim Bo 二 dimB 二 pp 十 xn 一 1 一 pp 这 4 一 1, 这 是 一 了 矛盾. 这样 
就 证 明 T?' 一 0， 既然 rz 一 0 对 所 有 的 0 之 yp 之 p, 再 据 [12， 
定理 E] 易 看 出 Te 一 Te, 其 中 p 一 dim B_(s) 一 dim(@@D.(x)) 
一 dimD_(x) 对 xET,, 且 S 在 Tr, 上 有 双 曲 构造 。 于 是 ， 仍 取 


急 , 中 一 了 维 子 线性 空间 BB 使 全 (Bo 记 )CW_(4) 如上， 则 
据 (3.17) 及 诈 数 &(w) 在 阅 上 的 有 界 性 ,对 某 数 1< 0 及 了 T>0 
来 说 有 
Cn)lexpC24r) 对 we Bo: 30 及 1 之 T, 于 

是 应 用 引 理 3.4, 我 们 有 多 ,一 ( 国 8 由 D_(e), 因 而 dim D_(s) 
一 dim Bo 一 p, 且 (3.10) 成 立 对 茶 数 之 0 及 了 > 0。 和 进一步 应 
用 引 理 3.2 到 K 一 国 BA( 及 1 一 Max{1,4},T, 一 Max{T ,7T}), 
则 (C3.4) 成 立 对 某 数 之 0 及 T' 之 0, 从 多 ,= ( 国 B) 匆 D_(6) 
及 (3.4),，(3.10)， 我 们 易 得 出 (3.1) 对 某 数 & <0 及 4 > 0 成 立 . 
这 证 明 在 T 不 合 有 5 的 奇 点 情况 下 的 定理 3.1。 

其 次 , 设 

《IN) T。 含有 5S 的 一 奇 点 *o, 因 据 定理 假设 , r.0 06(3) 一 0 
而 了 ,是 5 过 常 点 s 的 轨 线 的 -和 极限 集合 ; 故 s 在 re。 中 的 寄 点 都 


< 人 


是 双 曲 的 《 见 [13,，$ 3])。 命 N_ 及 N+ 分 别 为 为 处 的 稳定 及 
非 稳定 流 形 。 若 x€E MNMN-， 则 SC(x) € F_(x), dim F_(*) 一 
dimF_(x)H dim BCxz) 一 dim P(xo)( [13, $$3,51)。 同样， 
车 ?是 5 的 一 常 点 EN4;, 则 dim B_(y) 一 dim PF_(x,). 我 们 说 了。 
仅 由 点 和 组 成 ,由 是 ee w_ 上 ;而 
dim 三 《xzo — dimP_(a), 

这 是 因为 : 否则 5 就 有 常 点 ce 及 ceT。 分 别 在 N+ 及 ww_ 上 ， 
因而 dim B_(¢e0) + dim Bile) = dim F_(x0) + dim Fi(x0) > 
# 一 1; 与 上 面 (1,) 中 的 讨论 相仿 并 用 [12, 定理 D1], 这 将 引出 一 
矛盾 ， 现 在 ,定理 3.1 证 完 。 

系 3.5 朵 定理 3.1 假设 ,并 设 T.CM, 命 p 二 dim D_(a). 
则 dimD-(x) 一 上 对 x+ET,， 且 .人 ,中 就 单 参 变换 群 w*( 一 0 
之 1 之 00) 来 说 过 [ID_(a)] 的 轨 线 是 {[D_(x)]€ 74,|x fT,}， 
.ie 中 就 单 参 变换 群 此 (一 和 上 < coco) 来 说 过 [ 国 D_(o)] 
的 轨 线 是 {[ D+(Cx)]€ .1 |x€T,}, 

证 这 易 从 (3.1), 5 在 T。 上 的 双 曲 构造 , 从 投射 a* 及 多 上 
变换 群 由 一 2 < 上 < %) 的 连续 性 推出 。 

与 定理 3.1 及 系 3.5 相 类 似 , 显 然 我 们 也 可 以 有 关于 了 ,的 a- 
极限 集合 与 08C(5) 不 相交 情况 下 的 结果 《 它 也 可 应 用 已 有 的 结 
果 到 一 5 来 得 到 ). 所 以 ,结合 命题 2.3 及 $2 中 的 其 他 论据 ,我 们 易 
得 出 

定理 3.6 设 4 是 3 的 一 简单 极 小 玻 变 集 。 则 4 仅 由 一 个 点 
组 成 的 充 要 条 件 是 这 点 必 为 3 的 非 双 曲 的 背 点 。 设 4 含有 多 于 两 
个 点 。 则 3 有 一 常 点 ee4 人 站 05《5) 具有 人 性质: 

(1) 3 在 轨 线 了 ,一 1 人 ka)lzce( 一 co)} 的 o- 极 限 集 台 
rT 及 a- 极限 集合 T. 上 都 有 双 曲 构造 。 

《ia) 4A 一 PUTUT， (TUTDN OCS) 一 0 由 是 4n 
05《5) 包含 在 了, 的 一 (有 限 ) 轨 了 弧 内 ， 

(iii) dim (D.(g) 十 Dia)) 二 # 一 1, 由 是 dim((@@D_(o)y 
NN 人 (多 Di(a))) 之 1。 


《ivy) TI 或 则 仅 由 5 的 一 奇 点 组 成 ,或 则 CM。 在 后 一 情况 
下 ,存在 数 忆 <0 及 Cd>>0 使 
Jpn jC)lerzp(pt) 对 w€ED_(e),: 守 0 及 1 之 d， 
pO) 2 jig, Cn)lexp(—pr) 对 #€ BD (a), :0 有 Kid 
且 dim D_(x) = dim DPD_(o) 对 x ET,, 

CY) FT 也 或 则 仅 由 5 的 一 奇 点 组 成 ,或 则 和 对。 在 后 一 情况 
下 ,存在 数 gx 过 0 及 4 之 0 使 
[Br < lw) exp(—gt) 对 un€ De), 1 0 及 id, 
J lc) lexplp't) 对 un € BDla), sf EO0RhRi Ed, 
且 dimD.(x) 一 dim(《 国 De)) 对 x ET,, 


§4 集合 MG Tip) 与 9e 绍 * 的 扭 拆 集 RCE tb)UEC5sp) 


任 给 定数 5 之 0 及 工 >0， 仍 先 考虑 一 Se 如 ”如 前 ， 
定义 4.1 对 一 整数 AD 筷 p 筷 一 1)， 我 们 将 称 5 在 一 点 
xe M 处 有 (5,T; p) - 半 双 有 曲 构 造 , 如 果 角 。 直 和 分 解 
.一 A?r(x)DBA(x)， 其 中 dim A?(x) 一 上 p， (4.1) 
使 得 车 w€ A?Cx), v EACx) 且 xd = 1 一 zl， 则 
lbp) 诗 p(x)lexp(271:) 对 所 有 : 宕 工 ， 
pCa) 宇 lpCv )iiexp( 一 25t) 对 所 有 :< 委 一 工 
这 时 (4.1) 将 称 为 S$ 在 * 处 的 (i,T; p》- 半 双 则 分 解 。 记 
M(T;p) 一 fx€ M158 在 x 处 有 (5,T; 户 )- 半 双 曙 构造 }。 
例 , 若 3 是 Ma 上 一 Anosovy 系统 , 则 对 某 数 习 >>0 及 工 > 0 
来 说 ，5 在 每 一 点 * 处 都 有 《nw，T; p)- 半 双 曲 构造 , 其 中 pp 一 
dimD_(x)《 见 [13，$51)， 又 显然 ,5 在 每 一 点 x€ M 处 都 有 
(79T50) 或 Cw,T; 一 1)- 半 双 曲 构造 对 任何 数 人 0 及 7T> 
0。 
命题 41 设 $ 在 一 点 x€ MM 处 有 (5 工 ; 2) 半 双 有 曲 分 解 
幼 . 一 全 人) 引 A(x)， 且 又 有 (1 ，T'; 让)- 半 双 划 分 解 多 ,= 
NX《XIDNYS CD。 则 当 产科 立时 :ADCNPE(Cz) 且 A (x)D 
N*'(x) .特别 地 ， 当 p= 二 2* 时，A?(x) 一 Ne(x) 且 A# (x) 一 
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(4.2) 


Na (zs)， 并 且 对 于 其 一 sE( 一 00,00), 5 在 (x) 处 也 及 ， 7; 
户 ) - 半 双 曲 分 解 多 sw 一 At(CzJ) 四 Ag)， 则 必 有 兄 
《As 7) 一 AbiCs)) 及 di(AS(Cz) ) 一 人 go(Cx) >。 

证 取 了 一 Minfzrsy :TIT = 二 Maz{ 了 TT')}, 设 有 #€ AKCx) 一 
N(x) 且 有 veEN?'(x) 一 Az(s)。 则 据 半 双 曲 构造 所 需 满足 的 
条 件 及 风 将 绾 ,线性 鼎 射 到 静 。o 上 这 一 性 质 ， 狐 看 出 对 于 充 
分 大 的 :之 T 有 CO 上 这 8Cv) expCnt) iplo) > Tb)) 
exp《n1)， 但 这 不 可 能 ， 故 必 有 人 A?(x)CN* (x) 或 N*'(x)C 
Ar(xs)， 由 是 当 p 扬 时， 前 洛 成 立 。 类 似 可 证 当 < 委 乡 时 ， 
As(x) 一 No)。 命 题 中 关于 乡 一 乡情 况 下 的 结论 显然 成 立 。 进 
一 步 , 易 看 出 纪 。 有 (5, 了 ; 训 )- 半 双 曲 分 解 董 洱 开 we 有 《512， 
T,; Pp) - 半 双 曲 分 解 对 一 充分 大 的 T,， 从 而 命题 余下 部 分 也 成 
立 。 证 完 。 

据 上 述 命题 ,5 在 任 一 x€ M(5，T;p) 处 的 (#3，T; 2p》 - 半 
双 曲 分 解 (4.1) 的 存在 是 叭 一 的 , 故 置 8?(x) 一 [A(x)]€ .A (x) 
(Grassmann 济 形 ,看 前 节 ) 及 h(x) 一 [AiCx)]€ -Cr) , 即 
给 出 单 值 对 应 

er: MOI, Tp)— A hr: M5, Tp)— A pe (4.3) 

命题 42 M(5,T;p) 是 村 中 一 闭 子 集 ; g? 及 如 部 在 M(5， 
工 ;p) 上 连续 ， 

证 考虑 M1，;T;p) 中 一 任 给 的 收 伍 序 列 {zi， 它 收敛 到 
一 点 me M，。， 首 先 从 (3.8) 可 直接 看 出 ,这 序列 有 有 子 序列 《9} 使 得 
{grCy)} 及 {hrCy;)} 分 别 收 和 贫 到 [Am)] 及 [A$Cxo)]《 其 中 
A?《%w6) 及 AtKxo) 分 别 是 玩 。 中 的 ? 维 及 # 一 1 一 p 维 子 线 
性 空间 ， 因 gr?(x:) 及 (x;) 实际 上 分 别 -及 -了 
于 是 从 5 在 yj; 外 的 (7,T; pb) - 半 双 明 分 解 所 需 满足 的 条 件 及 变 
换 群 由 (一 co 二 + < oo ) 的 连续 性 即 得 出 ，$ 在 x 处 有 (7, 了 ;p》 
- 半 双 曲 分 解 〈4.1X 对 于 x 一 xo)， 由 是 ze M(H, 了; p)、 且 有 
gx) 一 [Az(xz)];5Kxo) 一 [At(xo)]， 这 样 取 子 序列 的 法 子 结 
合 命题 4.1 也 可 用 来 看 出 ，{erCxi)} 及 {hr《(xi)} 分 别 收 化 到 8 


«283* 


《xo) 及 pero)， 这 证 明 命题 4.2， 

我 们 也 将 考虑 年 一 Xe 和 及 X 分 别 在 M* 上 以 及 在 切 空 间 
从 多 上 导出 的 单 参 变换 群 
pr: MM Dn: G(T 00) (NS1), 如 同 $ 
的 共 轿 从 多 , 每 一 和 6 旨 也 有 它 的 共 斩 只 , 记 作 瑟 xz。 这 从 以 
区 的 常 点 集合 为 底 空间 ,其 在 * 处 的 纤维 将 记 作 经 x.( 即 锚 z 一 
fv€ Zn， XCx)》 一 0})。 如 同 5 在 多 上 导出 单 参 变 换 群 几 
《一 co < 之 1 之 oo) 这 情况 ,Xe 绍 ” 也 在 多 x 上 导出 一 单 参 变 群 ， 
记 作 

Px Dx Drs At, 

当下 一 时, $s 及 pss 自然 分 别 为 以 前 的 加 及 加 ， 记 

R= {XN EE HR X( 一 cco) X EluE Dr}, 
对 于 《X,1i,wn)t. 妇 。, 姓 

Pal KEH) 一 xu) EE Dx, 

引 理 43 4 在 有 上 连续 。 

证 同 [10,12 一 13 页] 中 。 

现在 ,如 同 前 面 对 于 5, 我 们 定义 了 集合 M(5,T;p) 这 情况 ， 
对 任 一 Xe 人生 我 们 也 可 定义 M* 中 一 子 集 ( 记 作 》Mx(5,T 了 ;pp)， 
它 由 % 一 切 具 有 如 下 性 质 的 常 点 * 组成, 即 久 在 + 处 有 (35, 了 ;pp) 
- 半 双 曲 构 造 ， 亦 即 纺 x。 有 直 和 分 解 

Dx = AL IPDALr), dimAr_(x) = p, 

使 得 ， 若 w€ Ak_(z),v€ Af+Cr) 且 inl 一 1 = vl, 则 C4.2) 当 
由 换 作 rr 时 仍 成 立 。 如 车 (4.3) 中 ,我 们 置 
BL(x) = [AL CK) 16 A x), BOX) = [LARCH) I EAA p(x), 
同 前 ,这 定义 映射 

BL Mx(A TP) 一 A ss MH: Mx T;P) > A ,1p. 

命题 44 设 {x:} 是 对 "中 一 序列 , 收 伍 到 一 点 ee M , {X;} 
是 受 中 一 序列 ,满足 lim lx 一 Sl 一 0,， 且 设 we Mxi(3 TT; 


Pi = 1,2,3,.…*), 则 ak M(1,T;p) 且 
284 ， 


lim g&iCx;) = gee), lim Bx) = hr a). 
证 与 命题 4.2 的 证 法 相 类 ;用 引 理 4.3。 
本 章 余下 部 分 将 假定 8SE 常 微 系 统 族 统 *， 这 族 由 所 有 具有 
下 述 性 质 的 Xe 孚 ” 组成, 即 改 在 受 中 有 一 邻 域 久 使 得 每 一 
7E 2 都 只 有 有 限 个 数 的 奇 点 ， 也 至 多 只 有 可 数 多 个 周期 轨 道 
(或 等 价 地 ,每 一 YE 2 的 所 有 青 点 和 周期 轨道 都 是 双 曲 的, 参 
看 [3] 及 [14]). 我 们 在 f14] 中 讨论 过 族 受 *。 在 后 面 命题 5.8 中 ， 
我 们 将 指出 , 若 Se . 纪 不 具有 混杂 非 游 荡 点 ( 见 81), 则 56 多 *. 
设 XE 2*。 若 zy 是 和 的 一 常 点 , 命 
D(X,z)— tu€é Brrl lm lgx a) =— 0}, 


D(X,x) =— {ns€ Dxs| lim lxsCu)) = 0}, 


这 些 是 多 xx* 的 子 线性 空间 。 若 X 一 8,D_(X,x) 及 DAX,x) 
分 别 即 为 (2.3) 中 的 D_(x) 及 D+(x)}， 若 * 是 X 的 一 周期 轨道 上 


的 点 , 则 
Drs — D(X,r)IPDD(X,r) C4.4) 


〈 见 [14])， 对 任 给 的 0 去 ! < oo 及 在 互 的 一 常 点 4 处 多 xs 的 一 
于 线性 空间 4, 记 


sup {log lwxku)l}, 若 dim 4 0， 
1X, A;1) 一 LL 
一 00, 若 dim 4 一 0， 
(4.5) 


inf {logllgw(Ca)}, 车 dim 4 > 0， 
N(R, A odes! 
Loco , 若 dimA = 0, 


当天 一 3 时 ,简写 mn_-( 针 ,A4;7) 及 m4(X 关 ，4; ?1) 分 别 为 n_(4.1) 
及 n+ A,7). 

命题 45 设 Se 名 *, 则 5S 在 如"* 中 有 一 令 域 家 且 存 在 
数 生 之 0 及 T. 之 1 使 得 :如果 XE 则 

(i) 只 村 x 是 XX 的 周期 轨道 上 的 一 点 , 且 Te*s 委 上 <co 即 有 


CX D(X, 1);7) — a (XDAXs KE) S25; 
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(ii) 只 要 P 了 是 XX 的 一 个 周期 为 了 的 周期 轨道 ，x《 P, 且 对 于 
一 整数 碳 守 1,0 一 0 二 过 二 了 一 mT 是 《0，mT》 的 一 
分 割 满 足 
下 一 丰裕 了 一 1 2 
即 有 


一 pb nCKX DOK PRY) IRL — fi) < 一 并 (4.6) 
k=0 


下 
方 DK AC ;nt 之 天 (4.7) 


证 据 [14] 的 主要 定理 , 5 在 妥 ”中 有 一 邻 域 和 且 存 在 
数 h 记 0 及 Tl 之 1 使 得 对 于 XE€& 人 2 ,这 里 命题 叙述 中 的 结论 
(i) 及 w 二 1 时 的 结论 (这), 当 把 年 及 工分 别 换 作 n 及 工时 ， 痢 
成 立 。 又 应 用 [11,$11 中 所 述 关于 (~ ) 型 线性 方程 组 的 解 的 几何 
性 质 , 并 应 用 [14, 命 题 2.1] 到 Xe .有 ， 我 们 可 看 出 : 5 在 经 中 
有 一 邻 域 WU 使 得 对 任 给 的 数 4 > 0， 存在 数 ts>0 满足 
一 上 < 大 ,{ log lx ) 0} 


zz 
PE 


sup {log ex < £24, (4.8) 
XE MDI ELH 
kE Byrlimil=l 


我 们 说 ,存在 数 T。 之 T， 使 得 : 只 要 XEUN 人 NU，P 是 X 
的 一 个 局 期 为 了 守 T。 的 霹 期 轨道 ，*eP， 且 0 一 9 安生 < 
一 < 和 oh 一 TI 2) 是 07》 的 一 分 割 满足 
0< 委 站 一 0<T0< 和 5 一 站 < 了 Ti 
Skt 一 于 之 TL 对 太一 1,2,.…- ,1 一 1， 


则 
二 2 XD_AX, Px) st OO— 4) SE i 
事实 上 , 据 (4.8) 有 


nC(X,D_(X 的 xy C4) ;5 一 50) SE 上 zy 


“zz806 > 


n_(X, DX, Pr) ) ;srr es s1) Er,s 

7_(X,D_ (Xpxr,, (x) );s 一 让) 所 sr, 
及 二 nm_(X,D_CX, px Cx) );s — 50) 

WCRIDAAX, pr x)); si oO— si1) 

< n_(X,D_AAX,p,., (xz St 一 31) + er, 
(由 于 gx Cx) [一 [wxo CeD | | gx, eo Choresoey CH)f 
lgxc Ke 对 于 满足 lsl 一 1 的 wx€ x(xs) 等])， 所 以 ， 
考虑 40，7》 的 分 割 0 一 mn<m < < 环 55 一 工 并 应 用 
上 段 所 述 , 即 看 出 当 To 一 Max{ 了 7,,8#7/m} 时 , 断 语 成 立 。 

取 定 7, 如上， 我们 说 : 只 要 处 E 2U NU, 了 是 X 的 一 个 
周期 为 之 T。 的 周期 轨道 ，xE 了 ， 且 对 一 整数 攻 宕 1,， 0 二 
mT 是 (0,mT》 的 一 分 割 满足 

a Tk 1,2,.. ,1 
则 《〈4.6》 于 其 中 站 换 作 -312 时 成 立 。 事实 上 ， 对 每 一 一 0， 
1,…,m 一 1， 所 有 属于 《rT ,Kr 十 1)T》 中 的 诸 tx 以 及 rT 与 
《rz 十 1)T 可 必 构 成 (rT,《7T 十 1)T》 的 一 适当 分 割 尘 得 上 外 结 
论 得 以 应 用 到 只 前 这 情况 ,由 是 这 里 断 语 成 立 。 

现在 , 据 I14, 命 题 4.4]1 我 们 可 取 在 综 “中 的 一 邻 域 和 :CC 
2 并 可 取 数 m0 及 dd 之 0 使 得 ， 只 要 ER,，P 是 久 
的 一 周期 轨道 具有 周期 和 Ta， 且 x&E P， 即 有 

loxo Ca)N < lullexp( —n2do) 对 wn € D(X,x), 
这 以 及 (4.8) 对 于 d 一 d。 给 出 一 数 7T, >> 0 使 得 
nA(XDAXA)E) EI? 对 + TT 


所 以 , 取 5 在 胎 中 的 邻 域 an, 一 na 一 了 Min{m, 


4} 及 T; 一 Max{T;,T,} 邑 看 出 , 对 于 Xe UU，， 命 题 4.5 的 叙 
述 于 其 中 把 外 及 了 se 换 作 及 Ts 时 ,涉及 的 结论 (i) 及 (ii)-(4.6》 
成 立 。 类 似 可 证 ,3 在 . 受 ”* 中 有 一 邻 域 和 ls 且 有 数 而 >0 及 
7; 之 1 使 得 对 于 X& vi， 命题 4.5 的 叙述 于 其 中 把 并 及 Tn 换 
作 坟 及 DP 时 ,涉及 的 结论 ( 坟 )-(4.7) 成 立 ， 于 是 取 才 一 nn 
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二 Min{fm 9 及 了; 一 Max{T;, 7， 即 完成 命题 4.5 的 
证 明 ， 

本 章 下 面 将 对 于 Se 统 * 普遍 取 定 玉 ，i 及 T, 满足 上 述 
命题 中 要 求 , 并 取 定 一 数 

i 

定义 42 对 于 Se 经 ~， 我 们 将 简称 一 序列 {Xi Pi} 为 (3 
的 ) 一 基本 六 序列 ,其 中 Xi& 入 ,Pi 是 Xi 的 一 周 捧 轨道 , ?是 一 
整数 《0 达 p 志 4 一 1)， 如 果 

fmlX,— Sh =—0 有 IndxPi 一 psi 一 1)253 


( 见 $1)， 

记 2 为 的 非 游 荡 集 。 

命题 46 设 Se 且 *， 则 

《i) 对 任 一 整数 pe《0:” 一 1>，8 所 有 满足 下 述 性 质 的 非 游 
荡 常 点 5 作成 8 几 M 中 一 个 在 $( 一 00 和: 天 co) 下 不 变 的 闭 


子 集 
QC MC Tp), 


这 性 质 是 存在 一 基本 p- 序 列 {X;, Pi} 及 P; 上 的 点 x; 使 


lim x*; = a. 
(ii) 若 多 ,一 A?(x)@BAI(x) 是 5 在 xe 0? 外 的 (5 ,了 了;p) 
- 半 双 曲 分 解 ， 则 多。 (x) 一 页 (Az(z)) 引 (Asfz)) 是 8 在 


中 Cx) 处 的 ( 亲 , 全 ;p) - 半 双 时 分 解 对 所 有 reE( 一 co，co)， 由 是 
98 上 的 〈 志 ,全 ;8) - 半 双 曲 分 解 在 由 (一 oo < 到 oo ) 下 不 变 。 


ii) cn M= LU 92r 


peal 


证 任 给 seenM。 据 封闭 引 理 ( 见 [5,16]》, 对 每 一 正 整 数 
i， 可 取 一 X;é BW 使 得 IX; 一 中 一 上 县 久 有 周期 轨道 P,; 经 


过 o。 如 必须 ,可 取 子 序列 , 我们 不 妨 设 Indx;P; 一 一 常 值 pC: 一 
1,2,3,….)， 换 言 之 , 即 ae 9?， 于 是 ， 据 命题 4.5-(i) 易 看 出 ， 
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(4.4) 是 X， 在 每 一 点 x+€ P; 处 的 (5, 全 ;p》- 半 双 曲 分 解 。 由 是 
x 《特别 是 a)€ Mx《5， 人 ;p)， 故 所 命题 4.4,a € M(1 证 :bp)， 进 
一 步 用 引 理 4.3 又 可 给 出 lim $xanka) mm pa) 对 每 一 [3 (—o0, 


co )， 因 而 再 所 命题 4.4,98.(2) 也 € MT 全; p)、 这 证 明 0 在 内 
《一 co 二 上 < 0) 下 不 变 ; 结合 命题 4.1 就 给 出 《ii)。 又 从 这 里 
(i) 中 所 这 人 狂 质 , 易 直接 看 出 8? 在 8 作 M 中 闭 。 这 里 的 论证 显 
然 也 已 给 出 了 (ia )。 证 完 。 

定义 43 任 给 数 &《 (0,5) 及 一 整数 pE 《0,n 一 1》)。 对 于 
5€E ?一 点 a€ M"” 将 称 为 5 的 右 人 各，2p) - 扭 拆 点 ， 如 果 有 
一 基本 p- 序 列 {X;,Pi} 及 P; 上 的 点 xi 满足 下 面 (4.9) 一 (4.11): 


lim Xi 一 4, {4.91 
地 > n_ (Xi D(X pridryCri)); TF) 之 一 5 (4.10) 
ET | 
且 v 
这 2 n_ (Xi D(Xis bxronlzi)):T) 
je 


过 一 癌 对 下 一 1 2， -9i fi 一 1, 2 3 。 


lim g; 一 co9， (4.11) 


记 R(5, p) 为 8 所 有 右 (+，2)- 扭 拆 点 作成 的 集合 ， 一 点 ee 
M" 将 称 为 Se 2 的 左 (5 Pp)- 扭 折 点 ,如 果 4 是 一 $ 的 右 (?， 
# 一 1 一世- 担 拆 点 〈 显 然 ，Se 有 + 壮 涵 一 5 也 《上 经) 记 
5(5sp) 为 所 有 左 (5，p)- 扭 拆 点 作成 的 集合 。 

从 (4.5) 可 看 出 (4.10) 中 前 一 不 等 式 对 ? 一 0 恒 不 成 立 , 故 
R(, 0) 一 0， 同样, 我 们 也 有 L554# 一 1) 一 0。 

命题 47 设 S€ 绍 *。 则 对 任 给 的 se (0, 让 及 整数 pe 《0， 
» 一 1 》， 我 们 有 : 

(i) R(5,p) 是 Ms 中 一 沼 子 集 ; 

(ii) 3 在 它 的 每 一 常 点 ee R(5,p) 处 有 本 ,全 ; p) -~ 半 况 
曲 分 解 
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DD,— A(o)DBAS l(a) 
每 足 


1 (4.12) 
RT solok—l 


i 


>) qbiAr CaF) (4.13) 


和 ?一 一 下 一 上 上 二 1 一 
对 天 一 1 2 3 
证 (i) 易 从 扭 拆 点 的 定义 推出 . 据 命题 4.6-(i), 命题 4.4 以 
及 扭 拆 点 的 定义 易 看 出 (ii) 成 立 。 
命题 48 设 Se 如 *，A 是 M" 中 一 闭 子 集 在 内 (一 2 到 
t 过 00) 下 不 变 , 又 设 对 某 给 定 的 $e (0, 条) 及 整数 p€ 《0，n 一 
1》 有 ANRGS， P) 一 0。 则 5 在 品 * 中 有 一 邻 域 Y 己 家 ， 
4 在 M” 中 有 一 邻 域 V, 且 存在 一 整数 4 完 1 使 得 只 要 XE€ 
WY ，P 是 蔷 的 一 周期 轨道 CV 具有 IndxP 一 p， 且 x€ P， 即 
有 


;2 7_(X,D_(X,x):gF) 


< 序 DX DX Pron :TF) < et/2. 


f=0 

证 这 里 的 前 一 不 等 式 易 从 (4.5》 直 接 看 出 ， 今 证 余下 部 
分 。 设 相反 地 ,对 每 一 整数 4 之 1 都 有 一 Xe c 久 及 区 ,的 一 个 
具有 IndxsP, 一 ”的 周期 轨道 了 ,上 的 一 点 xy 满足 


1 1 
lx 2 3 由 = 了 PC ul(4 ,过 ) 


及 
玉 - > n_C(Xs, D_(X,, PrediD re) FT)) 
9 工 ji=0 
6 (4.14) 
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由 于 对 于 p = 0， 这 不 等 式 左 端 一 -co， 只 需 考 虑 请 > 0 这 情况 
命 Pr 的 周期 为 T，， 我们 可 取 整 数 之 9 及 ms 之 1 使 得 

F< mT 一 7 一 2 你 ， (4.15) 
因而 据 命 题 4.5-(ii) 有 


> (XD (Ks Prepn(xa)) ;FT) < E27— tT of 


对 于 充分 大 的 9， 其 中 x 一 pxougr?Xxe)， 527 同 (4.8) 中 。 取 定 一 
ee 他 ,和 人， 于 是 对 于 充分 大 的 9, 有 


ty 一 3 
DS (XD Xe prin ET)) < 一 一 一 人 
maTe ;20 


(4.16) 
由 于 (4.14) 及 《4.16) 我 们 可 取 一 点 一 Pragar xe) 对 于 一 整数 
kes 一生 < Ko < 4 使 得 


Sy 
Pd PT eT ed | 
对 KR=1,2,..".39— ks, (4.17) 
> (Xa D(X, broadrz, )); ?) 一 L 
fe 一 
对 = 1,2,.… ,1 十。 (418) 
我 们 说 ,极限 式 


im + hz) 一 co (4.19) 


成 立 ， 事 实 上 , 若 纪 之 0, 则 上 4 十 守 4, 设 太 二 0。 简 记 
(4.16) 的 左 端 为 pe 以 及 《4.18) 当 天 一 1 十 六 时 的 左 端 为 6， 于 
是 

mayT opq = (lk) TL, 二 >， n_(X,, 


jlo 
D_(X,gs Prodi )); 了), 
从 而 所 (4.15) 一 (4.17) 有 
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tlt DFE > mT +) 十 友人 5, 怠 (1 十 
CT) PTE) E+ +h)Tt 人 E>t> 0, 
i + 之 0,limis 一 00， 又 一 2 二 59/ 了 对 于 充分 大 的 9, 其 中 


57 见 (4.8) 中 。 结 合 这 些 就 得 巴 (4.19)。 类 似 可 证 lim(g — )— 


oo. 

于 是 从 (4.14),《4.17),《4.18) 并 用 取 紧 致 M* 中 序列 的 收敛 子 
序列 的 法 子 , 易 看 出 A 含有 8 的 右 ($,p) 一 扭 拆 点 。 但 这 与 命题 
假设 AN R(L, bp) 一 0 相 矛 盾 ， 这 证 明 命题 4.8， 

命题 49 设 Ste 如 *, 4 是 Me 中 一 闭 子 集 ， 在 由 (一 co 一 
1 << 0) 下 不 变 且 CM。 又 设 {X,，P,} 是 一 基本 pp- 序列 使 得 
局 期 轨道 序列 {P,} 收敛 到 4.2 任 给 二 及 teE 00) 之 上 . 则 
4 站 Re pp) 一 0 草 肖 4 站 Rb) 一 1。 

证 设 存在 ee4nR，p)。 则 据 命 题 47，S 在 4 处 有 
(55, 了 ;Pp) 一 半 双 曲 分 解 多 ;一 A?*(a) 四 A (a) 满足 (4.12), 于 其 
中 把 换 作 玉 ， 取 一 56E (5 ,5)， 因 {Ps} 收 合 到 4A, P, 上 有 点 
xy 使 得 {xy} 收 伍 八 gp。 据 命题 4.1, 引 理 4.3 及 命题 4.4, 并 适当 
取 {X,P。} 的 子 序列 ,我 们 不 妨 设 X。 在 x。€ P，。 处 的 (1, 全;p) 
一 半 双 曲 分 解 (4.4) 满 足 

De D(Xes pairs)):T) 
宇 一 之 一 t 对 1! 委 去 4。 
于 是 用 与 上 一 合十 证 明 中 同样 的 办 法 ,也 可 取 点 3 一 xyaer)Cxs) 
对 于 整数 As 委 0 使 仍 有 C4.17) 及 (4.18) 式 对 充 分 大 的 gq, 从 而 有 
A 站 MRC, Pp) 六 0。 这 给 出 命题 4.9。 

设 5€ 县， 对 等 一 整数 pe 《0,n 一 1)， 记 04 为 8 的 所 有 

谐 吓 下 述 性 质 的 常 点 x 作成 的 集合 ， 即 存在 一 基本 p- 序 列 {X;， 


1) 这 是 HausdnrffL1,528] 意义 下 所 指 的 收敛 性 。 因 之 {2,} 收效 到 4 意 即 : 
对 任 给 的 8>0、 和 存在 fe>0 使 得 当 i>is 时 ; 8- 邻 域 U(4d, 6)DP1 和 且 5 
CPi). 


7292 。 


P,} 及 P; 上 的 点 * 使 lim%, 一 x。 与 命题 4.6 的 证 明 相 类 位 ,我 


们 也 易 看 出 : 组 是 对 中 一 闭 子 集 ， 在 8.( 一 00 去 上 << co) 下 不 


变 , 且 
QC OCM(F,T;p). (4.20) 


作为 本 节 的 结束 ,我 们 证 明 
定理 410 设 Se 有 和 任 给 Ke (0,7). 设 
(RG,P)ULG,P)) = 0. 


pdler nO— 
则 8 满足 公理 A 且 具有 无 环 性 ,再 是 3 是 8- 稳定 的 。 

证 ”在 证 明了 5 满足 公理 A 并 具有 无 环 性 后， 根 据 Pugh- 
Shub [6] 即 得 出 5S 是 8- 稳定 的 。 下 面 我 们 来 证 明 S 具有 所 述 
前 面 两 个 性 质 ， 记 M, 为 5 所 有 奇 点 作成 的 集合 。 显然 MU 8$ 
是 M" 中 一 闭 子 集 , 在 $8.( 一 二 1 过 %) 下 不 变 ， 

考虑 5 在 每 一 ze Q4 处 的 (5, 全 ;pg) - 半 双 曲 分 解 

Di = AF(xI DA (x), 
据 定理 假设 RC,p) 一 0， 并 应 用 命题 4.1 及 4.4 以 及 命题 4.8 到 
信 二 M"*， 我 们 可 看 出 ,存在 一 整数 9 之 1 使 
EN Ae 
qi 2 
对 每 一 +€ ck 二 0,1,*…',n 一 1)}。 应 用 这 已 有 结论 到 一 5, 并 
据 工人 pp) 的 定义 (看 前 面 ) 及 定理 假设 ,我 们 于 是 也 可 取 一 整数 
4 ‘之 1 使 得 
二 9HKASCx) 94 宁 ) > 一 Ss 
了 2 
对 每 一 xE G【《 见 (4.5)7。 但 

sup {lsu)l} < co 


1 # ED,I1nIl el 
( 见 (4.8))。 众 这些, 我们 可 取 一 数 T, 使 得 
lo) < llslexp(—6r/3) 对 we A?Cz)s,xE Or 及 tT, 
[es jllexp( 一 513)》 对 ne AS(x),xE QO 及 1 之 TT, 
(4.21) 
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《因而 At(z)，Az(z) 分 别 即 为 〈2.3)》 中 的 D_Cx),Dy(x))。 又 
SE . 训 * 蕴涵 它 的 奇 点 都 是 双 曲 的 ,于 是 据 [13, 系 4.13],， MoU GQ 
正 是 [131 中 所 指 的 正常 乐 。 故 据 [13, 系 5.3],，M。 中 不 能 含有 同一 
个 点 , 它 既 是 5 在 全 中 一 轨 线 的 w- 极 限 点 ,又 是 恕 中 一 轨 线 的 
ec- 极限 点 。 

我 们 说 ，@ 在 M" 中 闭 。 事 实 上 , 设 不 然则 8 至 少 有 一 奇 点 
4 是 94 的 闭 包 点 ， 易 看 出 存在 一 基本 p- 序 列 {X;,P;} 及 P; 上 
的 点 x; 满足 

Jim IX 一 3 一 0， lim Xi 一 0。 


但 S 的 奇 点 是 双 曲 的 。 于 是 应 用 Hartman-Grobman (关于 绕 双 
曲 奇 点 的 局 部 结构 稳定 ) 定 理 可 导出 结论 ，0Q4 与 a《 对 于 5 来 说 ) 
的 稳定 流 形 与 非 稳定 流 形 的 交集 都 非 空 。 换 言 之 ; 经 了 既 含 有 3 的 
轴线 以 a 为 mo- 极限 点 ,又 含有 轨 线 以 4 为 a- 极限 点 。 和 但 这 与 上 
段 末 所 述 结论 了 矛盾。 这 证 明 断 语 . 

又 从 《4.21)》 易 看 出 , 纺 与 G4 不 相交 对 于 ? 六 PP。 综 上 所 
述 ,我 们 已 经 证 有 明了: 

M0; OQ, “和 ,QF 


都 是 M" 中 的 闭 子 集 , 在 (一 co 二 < 0) 下 不 变 , 和 化 此 互 不 相 
交 , 且 S 在 它们 上 都 有 双 曲 构造 ( 厚 [13, 系 5.103)。 从 《4.207) 及 命 
题 46,S 在 2 上 也 就 有 双 曲 构造 。 

我 们 将 和 证明 s 满足 公理 A。 要 证 此 ,现在 只 余 证 明 , 3 的 周期 
轨道 的 并 集 工 在 8 站 M 中 釉 密 。 为 此 ， 可 考虑 L? 一 LNs 在 
组 中 的 闭 包 Fr?。 据 (4.20) 及 命题 4.6, 我 们 只 余 对 每 一 给 定 的 p， 
证 明 | 

F? 一 QO#, {4.22) 

车 Q% 一 0， 这 是 显然 的 ， 下面 设 94 关 0， 取 弛 在 M? 中 的 一 
邻 域 U6 使 

MU (U 94) cM —U, (4.23) 


Ld 
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我 们 说 F* 兰 0， 事 实 上 ， 考虑 中 任 一 轨 线 R, 一 {$8.(b)|:E 
(一 00,00)} 的 一 w- 极 限 点 5s《 申 于 8$ 紧 致 ,这 样 的 点 存在 ) .我 
们 将 证 

bx € F,, (4.24) 
为 此 , 任 取 bx 的 一 邻 域 吕 ， 从 04 的 双 曲 人寿 《4.21),， Rs 中 有 一 闭 
子 弧 8 一 {$8.(58) 1teE《T,T')} 对 于 充分 大 的 工 一 了 , 它 是 [15， 第 
1 一 2 页 ] 中 所 指 的 (5/3,2T,;) 淮 双 申 轨 弧 且 使 得 pr(58) 及 gr(5) 
都 充分 靠近 5%; 从 而 我 们 可 应 用 [15， 定 理 1]? 得 出 5 的 一 周期 轨 
道 PCUG(NO 使 PND x 0。 据 (420)，(4.23) 及 命题 4.6 即 得 
PCL?r, 但 5% 的 邻 堪 U 可 以 任意 地 取 , 歼 bx 《FR?, 即 Fr? 0, 
在 这 里 ,我 们 还 可 看 出 ; 当 ? 二 0 时 。5 及 bw€ L'"， 因 为 每 一 包 
含 在 工 " 内 的 周期 轨道 是 负 向 收缩 的 , 且 这 些 收 缩 的 轨道 的 个 数 有 
限 [17,§3]， 这 给 出 9% 一 "一 F'"。 类 似 地 ,考虑 轴线 的 “极限 
点 ,我 们 可 看 型 80% 1! 二 L*' 一 FR""'。 因 此 ,下 面 假定 0<p<w 一 
1. 

我 们 将 考虑 F?* 的 连通 分 支 。 每 个 这 样 的 分 支部 是 QO 中 一 
闭 子 集 , 在 由 (一 co 二 上 < o) 下 不 变 ， 据 关于 双 曲 集 的 稳定 流 
形 与 非 稳定 流 形 的 周知 性 质 ， 我 们 可 取 一 数 6 > 0 使 得 车 P 及 
P” 都 是 5 的 周期 轨道 CF? 且 P 了 及 P' 上 分 别 有 点 * 及 x 相距 
二 g,， 划 对 任 给 的 6 > 0,50, 含有 3 的 一 周期 轨道 ,其 e- 邻 域 包 
含 * 及 x'《 见 [6])。 由 是 了 P 及 P' 包含 在 F? 中 的 同一 连通 子 集 
内 。 从 这 些 易 看 出 F* 仅 由 有 限 个 数 的 连通 分 支 

Ff, Fi PY 
组 成 。 仍 握 一 些 同样 的 理由 ,我 们 还 可 看 出 : 对 任 给 的 8。 > 0, 每 
一 F* 都 含有 5 的 一 周期 轨道 ， 其 e- 邻 域 又 包含 碟 ; 由 是 如 果 
FP ,FS 一 FF? 《mm 之 1) 是 一 个 连通 分 支 环 满足 
(1) 诸 辣 彼此 不 相同 对 工科 所 mm 


1) 当 放 > 4 时 ,直接 应 用 这 定理 ， 当 也 一 0 时 ， 斌 应 用 这 定理 到 一 ， 易 看 出 * 当 
由 rt5》 及 的 r，(8) 都 充分 结 近 如 时 ， 人 人 pr (8)) 及 AH 向 (8%)7》 就 
《3,8) 所 指 和 意义 下 也 将 充分 靠近 ， 


”2293 。 


(2) 存在 点 站 E 区 一 1 三 4 之 mm 使 得 轨 线 0 一 


#1 
{bxi) liE (一 oO，c0)} 的 @- 极 限 集合 及 a- 极 陨 集 合 分 别 包 含 
在 Fi， 及 到， 内， 
则 对 任 给 的 上 > 0, 84 含有 3 的 一 周期 轨道 ; 它 的 <- 邻 域 包含 


(U rs) U ( U 9 路 


《和 残 们 描 出 ,这 里 的 讨论 与 关于 公理 A 系 统 的 谱 分 解 定理 的 常用 证 
明 法 类 似 , 例 如 见 [56,8$4j. ?于 是 ， 取 充分 小 的 e, 即 看 出 这 样 环 的 
存在 将 导 至 一 结论 与 这 些 形 | 是 F? 的 连通 分 支 这 事实 相 矛 盾 . 这 
就 是 说 ,不 能 存在 如 上 所 述 的 连通 分 支 环 。 
现在 ,为 完成 $ 满足 公理 A 的 证 明 , 设 相反 地 ,(4.22) 不 成 立 . 
则 可 取 04 中 一 轨 线 Rs 一 {$8.(58)|iE《 一 00、00)} 使 b€ 4 一 
F?。 由 于 84 紧 致 ,Rs 的 但 -极限 集合 Ts 及 x- 极限 集合 Ts 都 非 
点 目 帮 是 过 通 的 ， 从 (4.24) 可 看 出 P, 必 人 包含 在 某 一 R 内 ， 美 似 
地 可 看 出 了 也 必 包 含 在 某 -- Fs，， 内 。 我 们 还 不 妨 如 是 地 取 45 使 
得 Fi 不 再 包含 5 的 经 过 任 一 点 EQ4 一 Fr? 的 轨 线 的 oa- 极 限 集 
合 ,这 是 因为 不 存在 如 上 段 所 述 的 连通 分 支 环 ， 为 方便 ,还 不 妨 设 
PS 由 为 可，、F$, 即 为 Ff ， 我 们 于 是 取 于 在 M" 中 的 一 邻 域 开 
使 

M* 一 W 的 内 集 忆 MsU (U 7 ). (4.25) 


记 8 为 WV 的 边 绿 集 。 因 TCFf, CFf 且 Rs 是 连通 的 ， Rs 必 
与 BB 相 交 ， 为 方便 ,不 妨 设 66 8 站 04， 据 44 的 定义 , 可 取 一 基 
本 /序列 {XisPi} 及 P， 上 的 点 5 满 是 limllX, 一 Sh = 0, lim 5 
6. 若 wi € P,, EC 一 co oo) 满足 Tonazi = w € QO4, lim 了 3 
《一 co :oo )， 则 

limg$xs( wi) 一 pw) (4.26) 
《 见 引 理 4.3 或 [10, 第 14 页 ])， 
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设 XX; 的 周期 轨道 了 ; 以 了 为 局 期 .于 是 仍 因 TsCF? 及 TC 
Ff。 借 助 取 子 序列 的 法 子 就 不 妨 设 P; 上 存在 点 
Bt = Pun er) 及 e; 一 pus ci) 0 iT,, 
使 得 lim ci 一 CE lim d= d € PE, Timei ~ etB8 以 及 


{px oi) |rEl0,E)} EW. {4.27) 
我 们 有 
lm 二 一 oo， (4.28) 
因为 否则 全 } 将 有 子 序列 收 伍 到 一 (一 2 ,00), 从 而 据 (4.26) 
有 pK(c) 一 e,。 但 下 在 Bg 一 * < 之 :< 之 00) 下 不 变 , 且 cE Ft. 
这 将 引 晶 结论 与 e€ B 有 矛 丑 。 于 是 从 《4.27),《4.28) 并 借助 (4.26) 
可 看 出 , 半 轨 线 {ge)1lte (一品 ,0》} 包含 在 丈 的 闭 包 肉 ， 仍 如 
前 ,5 过 。 的 轨 线 的 a- 极 限 集合 必 包 含 在 某 一 下 内 。 但 这 FF? 必 
是 F2 据 《4.25), 但 这 文 与 的 定义 了 矛 乔 。 这 完成 $ 满足 公理 A 
的 证 明 ， 

比较 容易 地 可 进一步 看 出 , $ 具有 无 环 性 。 事实 上 ， 设 相反 

地 ,存在 一 由 5 的 基本 集 于 组 成 的 环 

五 ,五 一 

其 中 瑟 半 Hi 对 0 过 1 二 1 过 1, 且 对 每 一 0 志 1 志 1 有 一 点 b;E 
M* 一 合 得 5 过 5; 的 轨 线 的 a- 极 限 集 合 忌 Hi, 但 它 的 @- 极 

限 集 合 CHin, 写 br = DD,， 并 记 

E; = {pAbi)Nt E CO UHiriU {bbin)lt EC(—00, 0)}, 
0 二 ?了 

于 是 从 基本 集 的 双 曲 线 及 拓扑 可 和 通 性 ， 并 用 关于 稳定 流 形 与 非 稳 
定 流 形 的 通常 性 质 , 对 和 任 给 的 s> 0 及 每 一 放 0 委 i 委 纪 ) 我 们 都 
可 取 5 的 - 轨 线 包含 在 E; 的 se- 邻 域 内 ， 且 这 轨 弧 的 两 端点 又 分 
别 包 含 在 58; 及 pi 的 s 一 邻 域内 。 所 以 ， 对 每 一 整数 坟 盖 0 都 
可 对 53 取 &1 扰 动 以 得 出 一 党徽 系统 Yit 综 * 使 Yi 一 引进 


且 Y 有 周期 轨道 与 54 的 二 - 令 域 相交 ,于 是 ,如 必须 ,可 适当 
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取 {Y4} 的 子 序列 ,就 可 看 出 5b,€ 94 对 某 一 如。， 故 据 (4.227yp EE 
Fr。 查 这 将 引出 结论 与 b€ M" 一 8 矛盾 。 这 证 朋 $ 具有 无 环 
性 。 岗 在 ,定理 4.10 证 完 . 


§ 5. Se 2 ”的 非 简单 极 小 政变 集 与 定理 1.1 及 1.2 的 证 明 


定理 5.1 设 3e. 久 <*,4 是 3 的 一 歧 变 集 。 则 4A 恒 包含 一 非 
空 且 在 8K 一 00 和 < co) 下 不 变 的 真 闭 子 集 , 3 在 其 上 有 双 曲 

这 里 ,8 在 4 自身 上 不 具有 双 则 构造 这 事实 是 显然 的 ， 因 为 
ANOb(S) 疡 0 直接 表明 8S 在 人 上 不 满足 [12] 及 1131 中 所 指 的 
“线性 式 的 ” 强 色 断 条 件 (网 [13, 系 4.13 及 系 5.10])。 当 A 含有 5 
的 奇 点 时 ,这 定理 也 显然 ,因为 Se 受 *# 的 每 一 背 点 都 是 双 昌 的， 
下 面 将 考虑 4A 不 含有 8 的 奇 点 这 情况 。 又 由 于 已 有 命题 2.1 及 定 
理 3.6, 我 们 还 不 妨 设 4 是 3 的 航 小 歧 变 集 但 又 不 是 简单 的 《简称 
为 S 的 非 简 单 极 小 野 变 集 )。 在 这 悄 疙 下 ， 比 定理 5.1 要 细致 些 的 
描述 见 后 面 定理 5.7. 有 了 这 定理 后 ,本 文 的 主要 结果 ,定理 1.1 及 
1.2 (看 §1)， 易 得 到 证 明 ， 为 证 定理 5.7， 我 们 先 建立 了 几 个 引 
理 。 

引 理 52 设 Se 纪 *、 又 设 人 是 3 的 一 非 简 单 极 小 野 变 集 ， 
不 含有 S 的 奇 点 。 则 

(i) 对 某 一 整数 pe 《0, 2 一 1， 存在 一 基本 p- 序 列 {Xx， 
Pi} 使 得 周期 轨道 序列 {Px} 收敛 到 A， 由 是 ACQ?; 

(ii) 只 要 2 是 一 整数 EK0，w 一 1》 使 得 有 如 (i) 中 所 指 的 
基本 ?一 序列 , 我 们 就 有 A 站 (RC(E，p)ULCt，p)) 入 0 对 每 一 
¢ EC0,i), 

证 ” 据 引 未 假设， 我们 可 取 一 点 oe€4 门 08($)， 而 轨 线 
{gLa)lzE(《 一 0，00)} 的 名 -极限 集合 或 a- 极 限 集合 必 仍 为 4， 
特别 地 , 仍 包 含 a， 于 是 应 用 [16, 定 理 8.1] 到 非 游荡 点 4a、 对 每 一 
整数 > 0 存在 Xi& 及 和 的 周期 轨道 P4 满足 
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IX4 — Sl < EU(4, 证 )>PaU (na x 0. 
如 必须 ,可 到 1 村 的 了 序列, 不妨 设 Ind,: Pi) 一 一 常 值 p, 由 是 
{XisPit 为 一 基本 之- 序列 。 仍 用 取 子 序列 的 法 于， 不 失 一 般 性 
可 设 {Pt} 收敛 到 4 中 一 闭 于 集 ho( 见 [1，$28]), 因而 有 4oC2? 
《看 命题 4.6)。 于 是 据 每 一 Pi 在 Bi 一 00 < < co) 下 的 不 变 
性 并 用 引 理 4.3， 易 看 出 ho 在 @:( 一 2 之! 之 oo) 下 不 变 。 又 由 


FU FN se 0 对 二 E23 显然 4 仍 包 含 o, 这 


蕴涵 Ao 门 06585) 0， 但 4 是 8 的 极 小 歧 变 集 。 故 必 有 4 一 
4， 由 是 4 和 9*。， 这 证 明 (i)。 由 是 据 命 题 4.1 及 4.6, 5 在 每 一 
+E 4 处 都 有 唯一 的 (1; 他 ; p) - 半 双 朋 分 解 
四 .一 Ar(z) 四 As(z)ydim A?(x) — p. (51) 

又 据 命题 4.1 及 4.5, Xi 在 每 一 x& Pi 处 也 都 有 唯一 的 (i, 宁 ;p》 
- 半 双 曲 分 解 

D1 一 D_(XisxIPDD XIN) dim D_ (XS.x) = p, (5.2) 
其 中 右 端 两 个 直 交 项 意义 同 (4.4) 中 。 

为 证 明 (1), 任 给 一 基本 p- 序 列 {Xi,Pi} 如 同 《i) 中 , 并 任 
给 EC(0,i)。 考 虑 分 解 式 (5.1). 设 相 反 地 , A 几 (R(E,p)ULCE， 
力 )) 一 0. 则 应 用 命题 4.4 及 命题 4.8 到 SS 及 一 5, 可 得 一 数 T。, > 0 
使 得 

lb) < lnllexpC—51/3) 对 w€ A?(tx), x€E A 及 1 守 T,, 

M6) wilexpC—t1/3) 对 wn€EAr(lx)、xE€4A 及 1 守 工 。 
《办 法 与 (4.21) 的 证 阴 相 同 )， 由 是 $5 在 A 上 有 双 曲 构造 ,但 这 与 
4 为 歧 变 集 相 了 矛盾。《〈 帮 【13, 系 5.10 及 系 4.131.)〉 这 证 明 (ii). 
引 理 5.2 证 完 . 

引 理 5.3 假设 $,4 同 引 理 5.2 中 , 设 一 整数 之 满足 引 理 5.2 
结论 (i) 中 要 求 。 考 虑 对 *e 4 的 (5, 人 宁 ; p)- 半 双 曲 分 解 (5.1)， 
我 们 有 : 

(i) 存在 一 点 5E4 使 
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1-1 
DBD) nA pla) FT) SIT 1,2,3,..., (5.3) 


ax&e4 使 


Ft 


了 ICA Cpirlar)) TF) 之 0 一 1;2:3。 (5.4) 


证 取 一 基本 p- 序 列 1Xt*Ptj 同 引 理 5.2 中 ，、 并 考虑 分 解 
式 《5.2)、 设 P， 的 周期 为 Ti。 据 命题 4.5-(i) 我 们 可 任 取 点 
Fe Pi， 整 数 志学 大 及 由 宇 1 使 得 人 宇和 mTi 一 过 2， 
从 而 有 
14-! 


1 (人 Za? _ - 
元 nCXi DX 由 eiG9EED3 人 < 


对 于 充分 大 的 ,其 中 5 同 (4.8) 中 。 征 给 整数 9 之 1!。 则 对 于 充 
分 大 的 大， 我 们 又 可 取 点 79 一 中 Tx) 0 to 二 lie 使 
得 


Kg 


] {—1 


六 > nCXL DCXLs padnC rot); T)) 


i 39 


< 一 十 本 对 ?一 1;2 一 和 ts 


但 1 n 
有 COX D_CXis Prdn rat);T)) 
A fo 


渤 一 并 十 十 如 果 jt 之 0， 


从 这 些 及 (4.8) 易 看 进 im(R 一 所) 一 0， 但 A 紧 致 愉 {P4} 收 


敛 到 4 蕴涵 {zx6,4} 有 子 序列 收 敏 到 一 点 o,& 4， 于 是 应 用 命题 
4.4， 我 们 有 


7 SCA pre ))F) < tt 7 一 1;2,3。…。， 


~ 
tk, 
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进一步 再 取 {e, 的 收敛 子 序列 # 应 用 命题 4.2 即 得 一 点 使 (5.3》 
成 立 . 若 A 介 R (j/kK、p) 夺 0 对 大 一 2.3 4 ， 则 可 应 用 命 
题 4.7 并 仍 用 取 收 效 子 伍 的 法 子 ， 即 看 出 满足 (5.4) 的 点 ows€ 4 
的 存在 。 引 理 5.3 证 完 ， 

在 引 理 5.3 同样 假设 下 ,为 简便 , 记 

2ixro) 一 ?AskEAz 0, 

其 中 A (x) 同 (5.1) 中 。 我 们 将 称 4 具有 人 性质 (* ), 如 果 : 

只 要 8E A 满足 


kK-1 
LL iiKB5 多) 3 一 立 对 天 一 .- 
么 之 8 的 矶 二 7 ) 袜 3 对 大 1,2,3， ，(5.5) 


就 有 轨 线 Ps 一 {$8.58)l:E( 一 29,0) 上 的 -极限 集合 Ts 一 4， 
设 对 某 “E(0， 5 可) 有 ANRC p) 于 0。 则 据 (4.5) 显 然 有 pz 
1， 并且 据 命 题 4.2 及 变换 群 (一 00 二 + 之 %0) 的 连续 性 及 4 
的 紧 致 性 ， 易 看 出 gsGxsr) 是 AXx《0, co) 上 的 连续 函数 ， 且 若 
置 

1 一 sup lgpCx,2)|, (5.6) 


x EAE O27Y 
则 1 < oo， 为 简便 ,我 们 将 称 4 中 一 辆 听 {we)lie 《0,T》} 为 
一 适 配 p- 轨 统 具 有 和 斜 度 7 如果 《0,T》 有 一 分 割 0 一 < 之 < 
了 1 吓人 一 2 及 


一 1 
> gp Piile), irl1™— 后 ) < 一 
i 了 =D 


> 


一 二 一- > gp pale ), i+1 一 11) 之 ed 


fm Fl jt-l 
对 R112, ,> {5.7) 
而 + = pes 1. 
引 理 54 ”在 引 理 5.3 同样 假设 下 , 进一步 设 4 具 有 上 述 姓 质 


9 30i = 


《*), 且 设 对 每 一 EC0,5i) 有 AmnRCG， p) 夺 0， 命 aaEA 同 
引 理 5.3-(ii) 中 。 则 对 每 双 正 整数 〈! 8)， 我 们 可 取 5 十 1 个 数 

0 < 二 0 KATAl, A < nl, k) 
满足 下 述 要 求 (i) 一 Ci): 

(i) ni CO— ni 一 1)>A 人 对 i 一 1,2,..…,1,H ni, 
&)》 是 了 的 整 倍数 ; 

(1 对 一 1 2 一 1 轨 红 Qnv 一 {pCan)l ce 
(一 1)。n0z >} 都 是 4 中 的 适 配 办 轨 狐 ， 而 Qip 一 
{pCaw) le 《i 一 1)。52 8 则 是 4 中 一 适 配 p- 轨 统 具 有 
斜 度 


上 一 到 5.8 
rp 空 天 a (5.8) 


证 这 引 理 格式 与 [17,$51 所 指 的 “第 滤 ”" 引 理想 同 ,证 法 也 与 
彼 处 类 似 ( 殷 彼 处 的 积分 换 成 此 处 的 有 限 和 )。 可 是 ， 由 于 这 引 理 
很 孔 要 ， 且 有 些 细 况 与 以 前 也 有 所 不 同 ， 我 们 仍 给 证 明 如 下 .。 命 
a€hA 同 引 理 5.3-(i) 中 ,对 i 到 归纳 法 来 证 ,但 1 二 1 情况 下 引 理 
的 证 明 将 留 给 读者 (细节 容易 参照 [17,35] 及 下 段 中 的 个 别论 据 得 
出 )。 

因此 , 设 归纳 地 , 对 某 一 给 定 /及 每 一 我们 已 得 出 数 #1(i， 
&) 满足 引 理 要 求 《i) 一 (i)。 我 们 将 特别 考虑 数 (lk), 一 1， 
2,3,""…。 简 写 

ri ro ™ fl, A)— (iC— 1,k), 
nil, 一 zk 全 
其 中 ri 是 一 整数 >0。 取 如 > 0 使 
三 
3 各 3 24 4 
于 是 对 丰富 ， 取 4 为 最 小 的 整数 之 1 满足 


| 
1 ( : 7 
< 十 pt 全 )} 之 一 生 ， 
Err 了 Ba +iiCas)> )) 74 


这 样 名 的 存在 是 由 于 《5.4) 及 《5.8)。 了 明显 地 ， 我 们 又 可 取 整 数 
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FE《03P 一 1》 使 
一 一 二 一 -去 = ex)， 序 ) 一 
《= 一 二 1) 守 2 gope AP *) > ) 

对 F 一 ftott 十 1 … -5 一 1， 


(5.9) 
a 2 gprs+hil as)> ) 志 一 
对 Te-0,1l,...,T—1, 
于 是 从 a 于 之 limXT 一 oo 及 (5.6) 易 看 出 
Ja 站 一 2) 一 coj5 《5.107 


且 可 取 所 > 和 使 


[ra + (BL spores), F)) 
ed 十 Fr 全 十 上 人 8 Pp+ni Oj 


+ giritni( os), 可 < 


对 多 之 和 及 一 1 (5.11) 
在 对 于 不 之 如 取 这 些 数 弘 后 ,由 于 4 紧 致 ,4 中 这 些 点 
bi 一 Pheritrpr lan) 
作成 的 序列 将 有 一 子 序列 收敛 至 一 点 ge 4. 于 是 据 (5.9),《5.10)， 
命题 4.2 以 及 单 参 变换 群 办 (一 00 达 + < 0) 的 连续 性 ， 我 们 可 
看 册 志 满足 《5.5)。 因 而 据 引 理 叙述 中 所 假设 的 人 性质 〈《*7， 轨 线 
Ps 一 1:(5)1ze(K 一 co，co)} 的 wm- 极限 集合 产 一 和， 特别 地 
Fe 包含 满足 (5.3)， 于 是 从 这 些 易 导 至 下 述 结 论 ; 即 : 对 一 任 给 
的 《， 可 取 一 充分 大 的 入 实 Max{kt， 太 } 使 得 对 于 某 弱 # 《全 ， 
(E24 一 PA)T》， 点 
Git 一 pitCbix) 


1) 这 里 当 z 一 和 时 ?括号 内 胡 值 0。 
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与 a 相距 完 分 小 , 且 满 足 于 十 x 宇 志 (Pi 一 PH) 及 
3 go brilan)sT) = 二 5 对 T™ 1,2,-..,k, 


其 中 克 衬 太 且 满 中 
全 Min ,1 并 > 1 二 2 (4 见 K5.6))、 (5.12) 


现在 ,对 一 任 给 的 , 命 态 为 最 大 的 整数 使 
开演 《rz + DY 
显然 Bi 一 未 之 只 0 且 于 < 之 Cr 十 2 这， 又 我 们 车 数列 
i < a 
| 1 ll ll | 
0 一 于 一 ? 衬 一 - 人 十 


< tl < fret 
| I 
之 斑 十 《3 十 1 之 太 十 (2 十 各) 这 (5.13) 
(mF 十 贰 十 1) 
中 可 取 一 数 t。 使 
Ts a BpC Perite Can) Ti+ — £7) 一 全 
4 
对 呈现 ; 玉 十 1 十 入 一 1， 《5.14》 


时 gp PeittiC G4)» fi+t—#i) 人 


一 
对 TT 一 0,1 ,加 一 ]。 (5.15) 
从 (5.12) 及 (5.15) 易 大 出 


tm 


加 (5.16) 
由 是 车 置 ni 一 1,6) 一 二 全- 大) 及 tn 有) = rT ttm 
则 基 Qnik) 已 是 一 适 配 pp- 轨 弧 ( 据 妇 纳 假 设 )， 从 {5.11) 及 
《5.15) 易 看 出 
{pian)|? E Cit 一 1,k), tc,k)>} 
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仍 是 一 适 配 p- 轨 红 , 县 sri 和 一 HCl 一 和 和 ) 关 加 写 入 
又 在 数列 (5.13) 末 ,我 们 可 添补 数列 

Both tl fmt tl ty 
其 中 Featk’+1 是 全 的 最 小 整 倍数 满足 mt m4 二 他， Fmtit| 
一 zo 一 全 对 久 十 1 和 1 一 1, 而 tw+t' 是 兰 的 最 小 整 
倍数 满足 十 2 Tmt +1 及 


于 + 诗 17 一 1 
1 


: 一 -一 DD) gplriF tilar)ssiti— 1) 一 圭 。 
iat tm 和 3 


这 桩 zr4 的 存在 是 由 于 (5.4) 及 《5.14)， 所 以 ， 若 置 ze 二 
1 有 一 全 十 tt 则 从 蚤 的 取 法 ( 见 《5.12)), (5.14》 以 及 
(5.16), 可 看 出 

{pa ) Hr E CrkisR), tl + 1 ,8)>} 


是 一 适 配 p- 轨 弧 具 有 和 侠 度 过 SS 了 县 CE 十 1 一 abs 


4) 之 好， 我 们 可 再 置 ris 和 一 ish) 对 0 < 和: 一 工 于 
是 所 归纳 假设 及 以 上 论述 ,我 们 就 得 出 了 数列 
0 unCOR) SauntlsR) < nl + 1,k) 

满足 引 理 5.4 的 要 求 对 于 i 十 1 及 每 一 任 给 的 .现在 ， 归 纳 步 又 
完成 , 引 理 5.4 证 完 ， 

系 5.5 在 引 理 5$.4 同样 假设 下 , 任 给 数 s> 0 及 4>0。 则 
存在 一 点 a€ 4 及 一 数 了 之 4d 使 得 

《iD dist(a,pr(a)) < 8, 

《ii) {geCo)|lze 《0,T》} 是 4 中 一 适 配 p- 轨 弧 ， 

证 向 [17, 系 5.21 证 法 ,根据 上 面 引 理 5.4 易 者 出 , 若 {pCc) 
fr€E 《0,To} 及 {pcs EE《T,,T,2} 者 是 4 中 的 适 配 产 轨 弧 , 则 
{pxAeD)lteE 《0,7T1)} 仍 是 一 适 配 p- 轨 弧 ， 

上 面 讨论 到 的 所 谓 适 配 p- 饥 弧 也 将 是 115] 中 所 指 的 (5/4， 
2 字 ;p) 一 准 双 曲轴 弧 ， 因 为 由 于 3e 家 日 AC98r， 我 们 可 
应 用 命题 4.6; 从 而 根据 A 中 一 软 弧 {ge)ltE 《0,T>} 作为 适 配 
p- 轨 弧 的 条 忻 , 《0,T》 将 有 一 分 割 0 二 4 4 过 <， 
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它 对 于 大 一 1,2 六 满足 2 他 如 一 上 1 守 人 (>1) 及 
太一 1 
二 2 "CA bc)), 1j+41 一 1) 一 本 ， 
天 j=0 
Nr ALB Oo 0) Oo Ape)) 下 
tt) > 25C8 nt 


™—1 


L SY CACpA ON sn) 三 二 
Bm Fal j=4—1 3 


这 对 于 我 们 的 且 的 来 说 将 是 有 用 的 ;因为 若 这 样 , 则 在 如 上 所 述 的 
情况 下 , 据 [15] 我 们 将 有 可 能 浙 守 某 种 周期 轨道 的 存在 ， 

对 $ 的 任 一 周期 轨道 了 ,简写 Ind P 一 Inds P( 看 $1), 

引 理 5.6 设 5€R*, 任 给 数 可 之 0,mn>0 及 TT 守 宁 以 
及 一 整数 g € 《0,n 一 1》。 设 是 是 M" 中 一 闭 子 集 , 在 bi 一 co 一 
t 之 00) 下 不 变 , 不 含有 5 的 奇 点 ， 且 8 在 每 一 点 ze 如 处 都 有 
(1, 了 ;4g) - 半 双 曲 分 解 

DB,— A xBDAL Lr), dim A(x) = 4, (5.17) 

则 存在 对 应 的 数 s> 0 及 4 之 0 使 得 :只 要 ss 有 一 轨 弧 

= {plo)lie (0, TY}CH, dT < %, 它 对 多 ,的 直 
和 分 解 (5.17) 来 说 是 一 (w, 2T; 9) - 准 双 曲 鸭 驮 且 汇 足 dist(o， 
re)) 二 。e， 我 们 就 有 : ; 

(让 车 0 过 之 -之 1 一 了 满足 一 fj < 安 
2 一 0 一 1 则 

六 对 9 (CA"(die))，6n 一 要 包 一 于 ; 


《ai) 若 P 是 5 的 一 周期 轨道 过 一 点 8€ M 且 有 一 严 烙 递增 
函数 8(1) ,6(0) 一 0, 使 ponCb) 二 5, dist($ a) ,pouKb))< 
< 对 所 有 ze 《0,T》。 则 


Ind 己 一 9 
证 先 考 虑 〈i)。 任 给 序列 
EL E> 63> a > 10， limer mm 0， 


_ (5.18) 
T<d<d<d 人 < 
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设 相反 地 ,对 每 双 《ei,d4) 都 有 的 一 轨 弧 
Qt = {hae 0, TOICH, di < Ti < oo 它 对 Bs 
的 直 和 分 解 (5 17) 实说 是 一 《9，2F; 94) - 准 双 曲 轨 弧 满足 
distCors PriCor)) < sl。 但 《0,T1> 有 一 分 割 
Ot HA 
Fi ,= 0 mm 1, . 


一 Ti 


《5.19》 


mkp—1 四 
> AL, mottet — #4) > — F520) 
应 用 [15, 定 理 (直接 到 58S 或 一 $) 及 前 面 命题 4.2, 并 据 这 里 引 理 
假设 ,我 们 不 妨 设 序列 {s4} 及 {d4} 如 是 给 , 使 得 5 有 周期 轨道 
Pi 过 一 点 BM 及 《0，Ti》 上 一 连续 严格 递增 淫 数 061 (7)， 
6x0) 一 0 满足 
er 一 brsdistC pla) bor Bi)) < Bt-is 《5.21) 
=2,3,4,."*。 
用 取 子 序列 的 靶子 , 不 失 一 般 福 可 设 染 合 序 列 {84} 收敛 到 互 中 
一 闭 子 集 Ho《 见 [i， §5281), 从 而 {P21} 也 收 令 到 Ho, 且 也 不 妨 
设 
Ind Pi 一 党 值 ph 一 1,2,3,.…， 

因 据 命题 4.5。 3 在 每 一 x€ P 处 都 有 (和 ,全 ; p) - 半 双 曲 分 解 

DBD. D(A)IPDDi(r) dim D(x) 一 p， (5.22) 
故 据 命题 14.2，3 在 每 一 x EH。 处 也 者 有 (5, 全; p》- 半 双 曲 分 
解 

DB = N(x)IDNI {x) dimN_ (Cr) 一 四 (5,23} 
于 是 , 据 变 换 群 bi 一 oo 二 +t 过 co) 的 连续 性 及 玖 , 的 紧 致 性 , 应 
用 命题 4.2 到 半 双 曲 分 解 (5.22) 及 (5.23), 我 们 可 看 出 , 存在 刀 及 
ii 之 0 使 得 :只 要 基 守 ,x EE Pl 及 x 6E 五 满足 dist(x,* DC 
B61， 且 7 及 ”ec《0, 卫 )》 满 足 1 一 中 < 二 85， 就 有 
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nN_(x), rz 一 有 SND) En Nx) + 站 ， 


WN 7) 一 训 所 DI) ENA + 
(5.24) 
类 似 地 ,对 于 半 双 曲 分 和 解 (5 17) 我 们 也 可 看 出 ,存在 及 51 0 使 
得 只 要 多 汪 ,x E04 及 +EHo 满足 disttx, zz)<6， 且 z 
及 #*€《0,3 了 TT》 满足 lt 一 + 二 5,,。 就 有 


WA), 1)— NCA x) ENA Cr),t) 十 3 


CAND), 人 ) 一 二 攻 4(AV) En AL) ,+ 
(5.25) 
置 5 一 Min {81, 6,}。 再 据 均 > 了 (之 1, 看 $4)，94《t) 的 性 
质 及 (5.18) 以 及 引 理 假设 ,我 们 可 应 用 [17, 引 理 5.3] 得 出 一 和 送 
Maxf%，} 使 得 : 只 要 AD> 为 且 0<: < 之 +1 所 Th 满足 全 < 
一 了 扫 ? 二 就 有 

日 1<YTe<oi(t) — 9) 


ifs — (OC¢) — 80))) ~ 60， (5.26) 

8.(T,) 之 Tis (5.27) 

现在 , 设 p 守 9， 风 根据 命题 4.1，N?(x) 忆 A'(x)， 从 而 

n_CA? (Cx) a) CN? (Cx) ,!) 对 x*éEH 及 7 > 0， 于 是 , 因 {P,} 

及 {98j 都 收 合 到 Hs, 故 据 (5.18),《5.21) 并 用 (5.24) 一 {5.26), 对 于 

充分 大 的 《 宇 刀 以 及 0<: < 之 :过 满足 1 一 :& 《了 ,2 人 FT), 我 
们 易 春 出 

nA pba) Oo En CD Bde)) 0 — G5)) 


+ gC) — 9:0)). 
结合 这 不 等 式 ，(5.19)，(5.27) 及 命题 4.5， 就 计算 出 (5.20) 左 端 
3 ， 因 而 与 (5.20) 和 矛盾 ， 
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其 次 , 设 p < g， 则 从 家 和 分 解 (5.23) 有 dim(N3(x) NACx)) 
守 1 对 + EH 因 沿 04CNS CO， 站 委 9A2Cs) 7) 对 xEH, 及 
1 2 0。 于 是 , 仍 如 上 用 (5.24) 一 《5.25) 这 至 论据 ,可 得 

nATCpAa)) tO— 1) nDrber ba)) ,0 — Ol)) 


一 CO?) — 9s)) 


对 于 充分 大 的 基 守 刀 及 满足 :一 6 人，?7》 的 0< 委 5 <: 去 
Th。 但 84 作为 《%,2T;q) -~ 准 双 曲 锁 弧 如 前 所 人 述 ， 我 们 有 (5.20) 
的 左 端 所 -7 过 0《 见 [15]), 由 是 


m3 一 1 


3 MDPs os Cb)) RCH) = CAA) 


=D 


去 oT (5.28) 


对 于 充分 大 的 但 这 结合 (5.21),(5.26) 又 将 引出 结论 与 命题 4.5 
相 矛 闫 。 这 证 明 引 理 鬼 述 中 使 (让 成 并 的 € 及 4 的 窒 在 ， 

我 们 还 可 进一步 如 是 取 s 及 4 使 得 《ii) 也 成 立 。 这 也 可 用 
类 似 寺 上 面 的 反 证 法 来 看 出 ， 事 实 上 , 设 有 数 序 列 {ekt} 及 {di}， 
轨 强 序列 {01}， 周 期 轨道 序列 {PI} 以 及 函数 序列 {64 《#2)} 如 
前 所 给 ,但 在 (5.21) 中 把 | 换 成 Bi9 且 有 Ind Pi=— pg 对 
一 1,2,3,…:。 任 取 《0,Ti) 的 一 分 割 (5.19) 并 进行 讨论 如 前 .于 
是 : 若 训 盖 9， 则 可 得 (5.28) 对 于 充分 大 的 &， 攻 币 引 出 结论 与 命 
题 4.5 矛盾 ， 基 p>> 9; 则 因 dimCN? (Cx) 站 A4(x)) 守 1 对 于 x€ 
晶 。 因 而 也 可 类 似 地 3[ 旺 一 巴 盾 。 这 样 。 我 们 就 完成 引 理 5.6 的 
证 是， 

若 天 是 M* 中 任 一 个 连通 非 空 闭 子 集 ,在 $( 一 2 <， < co》 
下 不 变 , 包 含 症 村 内 , 且 S 在 K 上 大 双 曲 构造 , 记 

IndK = dim D._.(x) 对 任 一 x EK 

(D_(lx) 意义 见 《2.3))， 我 们 说 ，Ind K 的 确定 与 让 中 的 点 * 的 
选取 无 干 ， 事 实 上 , 因 $ 在 天 上 有 双 曲 构造 , 存在 常数 加 盖 0 及 
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IT。 之 0 使 得 

lb) < lullexpC—hor) Nu € D(x) ,xE Kt TT,, 

lo) < allexpChz) 对 un€E Dilx)sxE Kt —T,, 
且 多 , 一 D_(x)Dilx) 对 xEK( 见 [13,$5)， 于 是 从 变换 税 
4 一 00 之 1 < 之 %) 的 连续 性 及 KK 的 连通 性 ， 易 看 出 dim D_(*) 
dim D_(x'〉 对 任意 的 x 及 x & 玉 ， 这 证 朋 断 语 ， 在 这 里 ， 若 
KK 进一步 还 是 5 的 一 周期 轨道 了 ， 显然 Ind KK 即 是 前 面 所 指 的 
lnd 卫 。 

现在 我 们 给 出 

定理 5.7 设 SEE. 字 *。 又 设 4 是 3S 的 一 非 简单 极 小 岐 变 集 ， 
不 含有 S 的 奇 点 , 且 对 其 一 整数 bpE《0:,# 一 1》 有 一 基本 pp- 序列 
{XxyPt} 使 得 {Pi} 收 化 到 A、 则 或 是 (1) AN RCE, ps 关 0 对 
所 有 5&《(0,5), 或 是 (2) ANLCY,p) 半 0 汇 所 有 $eE(0, 各 ,月 

Qi) 在 情况 (C1) 下 ,4 中 有 一 个 在 $K 一 % < 过: 二 co) 下 不 变 
的 连通 非 空 逆 子 集 K-_, 在 其 上 5S 有 双 曲 构造 ,并 其 有 

IndK_ < p; 

(ii) 在 情况 (2) 下 ,4 中 有 一 个 在 $( 一 吕 过 + < 0) 下 不 变 

的 连通 非 空 闭 子 集 K+, 在 其 上 S 有 戏曲 构造 ,并 具有 
Ind K+ > p, 

证 《这 定理 假设 中 所 述 基 本 2 序列 的 存在 见 引 理 5.2) 据 定 
理 假 设 及 引 理 5.2， 4 站 (CR bp) JE p)) 沁 0 对 每 一 5 €(0， 
fi)。 进一步 据 命 题 4.9，4DmRG ts 关 0 蕴涵 ANMR(5,p) 赤 0 
对 0<& 之 如 之 广 . 同 样 地 ，ANNLC5, bp) 关 0 蕴涵 ANn LV5, p) 关 
0 对 0 过 6 之 之 和 《因为 S$ 的 左 《5,p》- 扭 拆 点 是 一 $ 的 右 (&， 
n 一 1 一 了 ) - 扭 拆 点 )。 于 是 ， 饭 看 出 定理 结论 中 的 (1) 或 (2) 成 
立 。 

现 证 (i). 设 (1) 成 立 ， 我 们 将 先 证 明 : 引 理 5.4 中 所 述 性 质 
(*) 不 能 成 立 , 亦 即 至 少 存在 一 点 5 & A 使 得 

1 


a D-CA sinCb)), F) > — ,kl 3 (5.29) 
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《Atx) 同 (5.1)? 中 ， 且 5 过 外 的 轨 线 的 o- 极 限 集合 Ps 是 4 的 真 
了 节 集 。 事 实 上 , 设 不 然 。 则 据 系 5.5, 对 任 给 的 se 盖 0 及 2>>0 在 
在 aE A 及 和 汪 守 4 使 得 dist(a，$rCa)) < sy{dra)IFc《0 了 > 


是 ( 立 ,2;p )- 准 双 巾 轨 弧 ， 且 《0,7》 有 分 害 0=5 < < … 


<mm 一 了 (所 引 一 页 -1 安 2 并) 使 (5.7) 成 立 , 特 别 地 ， 
二 3 WCAC a)), tl en 5i) 之 一 2 {5.30) 

但 另 一 方面 ,我 们 又 可 应 用 引 理 5.6 到 A 及 对 x € 4 的 (5 全;p)- 
半 双 曲 分 解 (5.1) 得 出 (5.30) 去 端 声 一 对 于 基数 8 > 0 及 4 这 
0， 这 是 一 矛盾 ， 证 即 我 们 的 妖 语 ， 存 在 上 € 4 使 得 (5.29) 成 立 ， 
且 了 ;是 4 的 真子 集 , 

为 简便 ， 记 gp 一 Bx， A 一 A 及 gx) 一 > 9 CA (x), 
个) 对 xe 休 。 则 由 是 紧 致 可 度 基 空间 4 到 其 自身 上 的 拓扑 变换 ， 
yj 二 四 nn， 且 g(x) 是 4A 上 的 连续 函数 (由 于 (4.5) 及 (5.29)，p 之 
1). 于 是 , 若 记 


ee 1 由 
gin 5 gCpilb)), 
tr 
则 5 半 一 2 又 四 在 A 上 产生 一 离散 的 动力 体系 , 它 过 5 的 轨 


道 的 w- 和 极限 集合 家 然 仍 包含 在 Ps 内 ， 于 是 ,根据 Krylotf-Bogol- 
iouboff 理论 (例如 ,14,$21), 可 取 4 中 一 正规 测度 &, 在 下 不 变 ， 
满足 x(T,) 一 x A) 二 1, 且 使 


= 了 | san 一 (ea detKs)， 


其 中 hp 表 4 中 的 密集 点 于 集 ， 而 ps 家 相应 于 准 正 则 点 *《& 4 的 
单个 测度 。 由 是 至 少 存在 一 后 “e 4p 站 Ts 使 


| tc es 


i 


但 “是 一 准 正则 点 ,这 毕 泛 存在 极限 
TS NS 
Bm Dap — | san 


且 P 所 产生 的 离散 动力 体系 , 它 过 的 轨道 的 w- 极 限 集 合 仍 含有 
+。 这 也 就 证 明了 ,存在 “e Ts 使 得 存在 极限 


lim 本 Sy CA gsCe)), F) > 一半， (5.31) 
to RT i 3 
县 若 记 了 .为 8 的 轨 钱 {b,c)lzE《 一 0 ,00)} 的 w- 极 限 集合 , 则 


ceT,, 

由 于 M" 紧 致 ,Ps 作为 {8,(5)|sE《 一 OC，00)} 的 w- 极 限 
集合 ,是 M” 中 一 连通 非 空 帮 的 紧 致 子 集 , 在 由 (一 co <: < oo) 
下 不 变 。 又 由 于 PT, 是 4 的 真子 集 , 而 4 是 3 的 一 极 小 歧 变 集 ， 疏 
rT 站 06(5) 一 0。 由 是 据 定 理 3.1, 8 在 PT 上 有 双 曲 构造 。 记 

4= indT,= dimD COxJxE 了 了 
于 是 存在 3 了 >0 及 开源 全 (>1) 使得，5 在 每 一 点 xze rs 处 有 
(了 ;394) - 半 双 曲 分 解 
B=— D(x)PBD(r) (5.32) 
{参看 (2.3)), 且 对 任意 的 了 了 < 吕 , 轨 弧 9 一 {pe)|re 过 
0,T)} 部 是 对 纪 , 的 分 解 (5.32) 来 说 的 一 ,2T; 9)- 准 双 曲 软 
弧 。 所 以 , 应 用 引 球 5.6, 我 们 就 可 取 & >0 及 d >>T 工 使得， 若 
TT 宕 24d 且 distCe,$1Ce)) 过 6， 则 对 于 《0,T》 的 分 害 
0 一 了 一 ?一 (一 1 一 了 
(TET(m m1 < 2 全 )， 
我 们 有 
了 (DCPbiCe)), Tn DpemviCe)), 
T — (m—1) ©) 一 (5.33) 
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我 们 说 , 4 不 能 兰 p。 事 实 上 ，, 设 不 然 , 则 因 s 在 每 一 x€ TT 处 
同时 有 半 双 曲 分 解 C5.1) 及 《5.32), 从 而 据 命 题 4.1, D_(x) 防 A? (x) 
对 每 一 *E Ts。 这 以 及 (5.33) 给 出 


全 nCArCPIzCe)) 全 )- 二 39-(APC 由 mntec))， 
i=0 
T 一 Cm-D?)< 一 辫 . (5.34) 


于 是 ,由 于 ce TT。 及 < co《 见 (5.6)), 我 们 可 取 充 分 大 的 了 工 清 
是 dist(c,prte)) < 8， 且 使 得 (5.31? 及 《5.34)》 五 相 矛 下。 这 证 
明晰 语 9 过 p。 取 K- 一 了。 即 完成 (i) 的 证 月 ， 应 用 (i) 到 一 5 
可 得 出 (ii)。 定 理 5.7 证 完 ,从 而 定理 5.2 也 得 证 。 

引 理 5.8 设 St 受 *。 设 妃 是 M" 中 一 连通 非 董 能 闭 子 集 ， 
在 9 一 2 之 :<< co) 下 不 变 , 不 含有 S 的 奇 点 , 且 设 3 在 互 上 有 
双 曲 构造 ,具有 Ind H 一 9g。 则 对 任 给 的 一 点 ce 万 ， 


lm 了 Saponke)),F) < — 
tr Pw 1=0 


且 对 五 在 M” 中 一 性 给 的 邻 域 0 ,5 恒 有 周期 轨道 了 CU 具有 
IndP 一 了 。 

证 从 引 理 假设 ,存在 数 了 0 及 王 关 他 使 得 ，S 在 每 一 
点 xe 五 处 有 (〈?T39) - 半 双 曲 分 解 

DZD,— D(x)BDi(r), dim D(x) 一 94， 
且 对 任意 的 了 和 工 << 09,{pc)lte 《0,T》} 是 对 静 。 的 这 分 解 
来 说 的 一 《3，27;9)- 准 双 曲 轨 浙 。 我 们 可 取 {giz(e)} 的 一 子 
序列 【B13《e)} 收敛 到 一 点 cke 日 。 于 是 应 用 引 理 56， 命 题 
4.2 以 及 [15, 定理 I] 可 看 出 ， 存在 mo 使 得 若 次 > 如 之 m 且 
丈 一 六 也 充分 大 时 , 则 
上 * 员 一 


rv concey, 也 去 一 全 
昌 s 有 周期 轨道 了 充分 靠近 轨 弧 {$C ee tl ，Ra 全 )} 使 
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ind 已 一 9， 故 引 理 成 立 , 

现在 ,我 们 来 看 .22r* 中 的 系统 与 混杂 非 游荡 点 的 关系 ， 

命题 5.9 设 Se .县 一 朋 #。 刚 

(i) S 有 一 非 游荡 点 < 具有 性质， 对 任 给 的 s > 0， 存 在 一 
Xe .有 满足 x 一 Sh 二。 且 使 得 ，U(cy se》 或 含有 的 非 双 
曲 的 奇 点 或 与 和 的 非 双 曲 的 周期 轨道 相交 ， 

(ii》s 具有 混杂 非 游荡 点 . 

证 因 5e .2r 一 如 *, 对 每 一 整数 六 之 1 存在 一 Xe 2- 使 
jx — sh 一 且 存 在 一 点 xx 或 是 Xi 的 一 非 双 曲 的 奇 点 ,或 


在 Xi 的 一 非 双 曲 的 周期 轨道 上 。 从 M* 的 紧 致 性 ,用 取 子 序列 的 
法 也 ,不 姑 设 序列 {xi} 收敛 到 一 点 xse 邓 ". 取 * 为 轨 线 {bxx》 
1E《 一 00，00)} 的 一 w- 极 限 点 。 于 是 助 验 证 UC(c，e) 恒 与 
4 二 {x01 E(《 一 00 00 站 良 交 对 于 充分 大 的 克 ( 见 [19, 第 13 一 
14 页 ])， 这 给 而 (i1)。 为 证 明 (ii), 我 们 注意 到 ， 若 x* 是 XE 缀 7 
的 一 非 双 泪 的 奇 点 ， 则 可 绕 mm 对 碟 取 任意 小 的 不 同 的 OC 扰动 以 
得 出 ,及 Xi& ,它们 都 以 x 为 其 双 油 奇 点 , 但 Indx,《x0) 二 
Indx.(xo); 同样 地 , 若 2 是 Xe . 综 的 一 非 双 曲 的 周期 轨道 , 则 可 
绕 品 对 X 取 尾 意 小 的 不 同 的 C! 扰动 以 得 出 Y 及 Ye 统 ， 它 们 
都 以 2 为 双 曲 周期 轨道 ,但 Indy, 8 关 Indy, 9《 见 [3,14]), 应 用 
这 法 子 到 81 即 看 出 。 是 5 的 一 汤 杂 非 游荡 点 C81)， 命题 证 完 。 

所 以 ,车 5 不 具有 混杂 非 游 荡 点 ,; 则 St 如 *， 由 是 S$S 在 绝 
中 有 一 邻 域 ， 其 中 和 任 一 系统 的 奇 点 和 周期 轨道 都 是 双 曲 的 。 这 结 
合 关于 双 曲 奇 点 的 61.1) 式 到 关于 双 了 曲 周 期 轨道 的 (1.2) 式 给 出 

命题 5.10 没 St6 . 乳 ” 不 具有 混杂 非 游荡 点 ，x 是 S 的 一 奇 
点 。 则 存在 一 >0 使 得 当 XE.S 且 4X 一 5 过 8 时 , 关 没 
有 周期 锁 道 与 U(x。,e》 相 交 . 

我 们 现在 易 完 成 本 章 主要 结果 (看 $1) 

定理 1.1 及 1.2 的 证 明 由 于 已 有 定理 4.10， 现 在 只 须 证 明 

定理 5.11 设 $6 . 肥 ” 不 具有 混杂 非 游荡 点 。 则 ye 有 且 


、234 。 


存 住 一 SE(0,5) 使 
RCEPIULCEP)— 0 对 p=0,1,.*n — 1, (5.35) 
证 据 命 题 5.9,S& . 绍 *。 对 一 任 给 的 p, 如 同 定理 4.10 证 明 
中 ,考虑 5 所 有 具有 下 述 恰 和 质 的 常 点 * 作 成 的 集合 8*， 这 性 质 是 
存在 一 基本 序列 {XbPk} 及 Ph 上 的 点 坟 使 Emx4 一 xy98 是 


M 中 一 闭 子 集 ， 在 bx 一 co 二 :1 过 oo) 下 不 变 。 进一步 据 命 题 
5.10, 2@x 在 M "中 闭 : 并 且 从 扭 拆 点 的 定义 ， 
ROE,POULCOE, PC QF 对 每 一 5 € (0,5), (5.36) 


记 A* 二 UU Q4, 这 是 M* 中 一 闭 子 集 ， 在 $A—00 < 1 
和 一 0 一 1 


co )， 且 不 含有 5 的 奇 点 。 

我 们 说 ，4 不 能 是 5 的 玻 变 集 。 事实 上 ， 设 不 然 ， 据 命题 
2.1, 可 在 A 中 取 一 极 小 歧 变 集 4, 它 显然 仍 不 含有 5 的 奇 点 ,可 
分 A 为 非 简单 的 及 简单 的 两 种 情况 来 考虑 。 若 4 非 简单 ， 则 所 引 
理 5.2 及 定理 5.7, 可 取 一 基本 +- 序列 {Xi,Pi}】 对 某 一 整数 ,使 
得 周期 轨道 序列 {Pi} 收敛 到 4 ， 且 4 包含 一 个 在 % (一 oo < 
1 < co) 下 不 变 的 连通 非 空 闭 子 集 天 ,在 其 上 S 有 双 曲 构造 , 并 兵 
有 

IndK+, 
但 据 引 理 5.8, KK 在 M* 中 任 杀 一 个 给 定 的 邻 域 都 包含 有 的 周期 
轨道 P 具 有 IndP 一 Ind K。 这 与 {Pi} 收敛 到 4 以 及 IndxiPk 一 
r 等 这 些 事实 将 引出 结论 与 3 不 具有 混杂 非 游 荡 点 这 假定 相 艺 
置 。 故 4 不 能 是 非 简单 极 小 歧 变 集 。 

共 次 ， 设 4 是 简单 的 。 则 据 定理 3.6，S 有 一 常 点 a€ 4 站 
08(S) 具 彼 处 结论 中 所 述 的 性 质 〈i) 一 (y)， 但 现在 及 靖 都 
太 含 有 5 的 奇 点 。 由 于 ee 4*， 故 也 可 取 一 基本 4- 氢 列 {Yi， 
Q4} 对 某 一 整数 9 使 得 有 A%e Qk 满足 limxi 一 *。 用 取 子 序列 
的 法 子 ， 不 朱 一 般 性 可 设 {94} 收敛 到 M* 的 一 闭 子 集 ho [1， 
$28], 由 是 ee AyCMC5, 全 ; gq)《 看 命题 4.6 及 4.9)， 据 引 理 4.3 


*3 了 415， 


及 虽 与 a- 极 跟 集 合 的 定义 ， 易 看 出 了 。 及 了 工 ,也 都 和 4o。 再 据 定 
理 3.6-(i)，3 在 了 ,及 了 工 <《 它 们 帮 是 4 中 连通 非 空 的 闭 子 集 ， 在 
4 一 oo 和 二 上 < oo) 下 不 变 ) 上 痢 有 双 则 均 造 , 由 趣 据 引 理 5.8 及 
这 里 定理 中 假设 , 易 看 出 
Indr 一 4 一 IndT'， 
进而 应 用 系 3.5( 到 S 及 一 $) 基 得 
dim PD.(a)=g, dim Di(a) 一 # 一 1 一 9。 (5,37) 
但 a€ MC5j, 了 ;gq)， 这 是 说 ，S 在 4 处 有 (5, 全; 9)- 半 冯 曲 
分 解 
DB, = As(c) 由 At(e)，dim Az(e) 一 了 (5.38) 
我 们 有 D_(e)CAs(e) 或 Ar(a)CD_(a}， 这 是 因为 ， 奉 这 两 个 
包含 关系 都 不 成 立 ， 即 存在 #E A*(o)-D_(a) 及 veED(a) 一 
Az(e)， 则 据 定 理 3.6-(iv》 及 《ii， 字 ;PP)- 半 双 昌 分解 所 须 满 足 
的 条 和 件 以及 由 将 静 。 线 性 映射 至 更 。o， 上 这 一 性 质 ， 吻 看 出 既 
有 lbCw 和 i 之 pz 首 , 又 有 xz > 1p《w) 对 于 充分 大 的 
1 > 0， 但 这 不 可 能 ， 于 是 因 dim D_(e) 一 dim A*《a), 我 们 有 
D_(a) 一 Az(e)。 类 似 地 ， 据 定理 3.6-C(v) 及 《〈# 人 ;9)- 半 双 曲 
分 解 (5.38) 可 证 Di(a) 一 A3(Ce)。 由 是 
DB, =— D(a)IPBD(a), 
但 这 与 命题 2.3 相 荐 盾 。 这 样 ,总 起 来 说 ,我 们 就 包 证 明了 ,A# 不 
能 是 5 的 歧 变 集 。 换 言 之 , 必 有 As 站 Ob(5) 一 0， 或 等 价 地 
,= 二 D_(x) 十 Di(x) 对 每 一 x€ A 《5.39 ) 
《由 于 4* 不 含有 S 的 奇 点 ; 见 [13, 系 4.13] )。 
但 我 们 有 dim D_(x) 二 2 一 1 一 dim DCz) 对 每 一 x€ As。 
这 论断 可 用 与 《5.37) 式 同 样 的 证 明 法 来 评 《 即 对 任 一 给 定 的 ce 
4*， 取 基 本 序列 使 其 周期 轨道 序列 收敛 到 一 集合 包含 <; 再 应 用 
定理 3.1( 到 3$ 与 一 9) 及 引 理 5.8 以 及 这 里 定理 假设 , 即 得 lnd 了 .一 
lnd 7: 对 于 5 过。 的 轨 线 的 w- 极 限 集 合 T。 及 oe- 极 限 集合 了 < 
然后 再 应 用 系 3.5( 到 3 及 一 5))， 于 是 结合 (5.39) 我 们 有 
B,C= D(x)BDi(s) 对 每 一 x € 4+， 
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办 而 据 [13, 系 5.10], S 在 A、 上 有 双 曲 构造 
现在 ,为 完成 定理 5.11 的 证 明 , 设 相反 地 ,不 存在 5E(0,) 使 
《5.35) 成 立 。 则 可 取 《0:;#) 中 一 序列 {54} 满足 
lim 和 一 0， (5.40) 


且 使 每 对 于 茶 一 p， 或 则 (1》R(ti, Pp) 三 0 对 《一 1,2,3,**， 
或 则 (2) ILC&p)3e0 对 多 一 1,2,3,.…. 先 考 虞 情况 (1). 于 是 
握 命 题 4.6, 命 题 4.7 及 (5.36), 5 在 每 一 点 x*E 0% 处 有 (i, 了 ;p》 
- 半 双 曲 分 解 
DBD, A(X)IDAI Cz) dimAr(r) = p, 

且 存 在 x € 24% 使 

Eon a TF) > bm 2 3, 
用 到 子 序列 的 靶子 ,天 妨 设 序列 {4} 收 伍 到 一 点 二 8《 因 4 
是 M 中 的 紧 致 子 集 )。 于 是 所 变换 格 4 一 oo 二 :二 co) 的 连续 
性 ,命题 4.1, 命 题 4.2 及 (5.40) 我 们 有 

m—1 
Spi A EF) 0,m — 1,2,3,..., 


mi i=0 


(5.41) 
取石 为 8% 中 包含 * 的 连通 分 支 ， 这 是 804 中 一 非 空 闭 子 集 ， 在 
和 区 一 co < 达 :1 近 00) 下 不 变 , 不 含有 5 的 奇 点 , 且 5 在 王 上 有 双 昌 
构造 。 这 蕴涵 8 在 每 一 点 x*EH 处 有 (7， 邓 ; $8) - 半 双 则 分 解 
对 基数 19 之 0,T>>0 及 5 一 IndH., 但 $ 不 具有 混杂 非 游 荡 点 ， 
故 握 引 理 5.8 易 看 出 p = 5 由 是 据 命题 4.1 有 D._(x) 一 A? (x) 
对 x&€ 二 ， 但 这 样 来 ,《(5.41) 与 引 理 5.8 中 一 不 等 式 就 互相 矛盾 ,再 
应 用 这 已 证 结论 到 -5 也 就 可 看 出 ,在 情况 (2) 下 仍 会 产生 迎 赴 . 这 
证 明 , 存 在 了 € (0, 可 ) 使 (5.35) 成 立 ， 现 在 定理 5.11 证 完 ， 从 而 
定理 1.1 及 1.2 也 得 证 。 


4 6. 关于 集合 RC5,p) 及 LC(5,p) 
从 本 章 前 面 所 述 看 来, 关心 与 $e 组 相 牵涉 的 集合 RC(S,p》 
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及 LCZ,p) 何 时 为 空 集 ， 将 不 是 无 理由 和 的。 在 现 有 的 基础 上 ， 这 
方面 有 几 个 结果 较 容 易 看 出 。 下 面 ， 我 们 举 出 这 些 作为 本 文 的 结 
束 ， 

c 是 受 中 一 开 子 集 ( 见 1141)。， 记 ,2 为 所 有 具有 下 述 性 
质 的 Xe 孚 ”作成 的 集合 , 即 导 在 人 党"* 中 有 一 邻 域 开 ， 且 对 于 
藉 来 说 ，M" 中 存在 开 子 集 G6,Wo,W*………, 玉 ,_1， 它 们 在 M"” 中 
的 闭 包 徙 此 互 不 祖 交 , 且 使 得 如果 YW， 则 Y 的 每 一 奇 上 成 孝 
€ 如, 且 它 的 每 一 具有 Indy P 一 的 同期 轨道 P 部 包 含 在 玉 Wi 内， 
显然 ， 法 "也 是 ' 采 * 中 一 开 子 集 . 

定理 6.1 对 于 $e 肥 ,下 述 四 个 条 件 等 价 ; 

(i SER **, 

(ii》S 不 具有 混杂 非 游 荡 点 ; 

(iii) 5€ 妇 * 且 存 在 一 5eE(0, 刘 使 得 RC(5,p)ULCE,P) 一 
0: 户 一 0 1 一 1: 

(iv》S 满足 公理 A 及 具有 无 环 性 ， 

证 央 每 一 Xt .经 * 的 奇 点 和 周期 轨道 都 是 双 曲 的 ， 易 看 
生字 Gi) 及 (iii) 地 (iv) 分 别 即 为 定理 5.11 
及 定理 4.10。 只 余 耳 (iv) 二 (1). 设 (iy) 成 立 。 据 谱 分 解 定理 
《例如 , [6, 第 151 页 ])，5 的 非 游荡 集 2 分解 成 彼此 互 不 相交 旦 都 
在 di 一 oo 之 + 过 co) 下 不 变 的 有 限 个 非 空 闵 子 集 4; 的 集合 和 

QO= AVA UA,, 

其 中 每 个 4; 都 含有 一 稠密 的 轨 线 , 且 S 在 每 个 4; 上 都 有 双 曲 构 
造 .由 是 4; 是 连通 的 , 且 若 忆 是 3 的 一 周期 轨道 C4i, 则 IndP 一 
JInd4i。 取 A; 在 M" 中 的 邻 域 V; 使 诸 V; 在 MM" 中 的 闭 包 彼此 互 
不 相交 。 则 所 [6,835,61, 在 在 @ 之 0 使 得 , 若 XE 约 且 ixX 一 
St <s， 则 天 的 首 游 荡 集 24X) 也 可 分 解 成 集合 和 

QCX) = ACXIUAALXIU UA.CX), 
其 中 4i(X)CTi 在 4 XRD 上 有 双 曲 构造 ， 旦 从 拓扑 变换 hx: 
9 一 Q(X) 使 pxkAD) 一 4(X) 旦 把 S 在 引 中 的 轨 线 映 至 和 的 
轨 线 , 因此 , 若 Ph 及 了 D 是 处 节 辣 朋 轨 道 忆 同 一 A(X), 则 IndxP, 
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一 IndxP 并 且 若 P 是 5 的 周期 轨道 忆 A;，、 且 8 充分 小 ， 则 也 
易 看 出 Indx P 一 Ind P《 如 所 知 ， 在 充分 小 的 C! 扰动 下 ，3 缮 一 
个 双 曲 局 期 轨道 的 局 部 相 空 何 的 拓扑 结构 不 变 ， 因 而 稳定 流 形 的 
维 数 也 不 变 )。 可 类 似 地 考虑 奇 点 ， 于 是 易 看 出 《ivy) > (i)， 定 
理 6.1 证 完 。 

记 : 盘 ” 为 所 有 具有 下 述 性 质 的 Xe 绝 %* 作成 的 集合 , 旭 X 
在 沼 * 中 有 一 邻 域 2, 且 对 于 XX 来 说 ，M* 中 有 互 不 相交 的 开 
子 集 G, 及 G 使 得 : 若 Ye 2 ， 则 YY 的 每 一 奇 点 都 《Go, 且 Y 
的 每 一 周期 轨道 都 CC 显然 ,2 "是 孚 的 开 子 集 忆 有 +. 

记 2, 为 S 所 有 非 游 荡 常 点 作成 的 集合 。 对 于 Se 弧 *, 命 
Ga 同 (4.20) 中 , 它 在 由 一 c2 过 + 过 co ) 下 不 变 ， 不 含有 8 的 冯 
点 , 且 S 在 每 一 x&€ 84 处 有 (5, 他;p)- 半 双 曲 分 解 

DBD. = Ar(xX)IDAI (x) ,dim Ar (x) — p, 《6.1) 
据 2” 的 定义 及 作 题 4.6 易 看 出 : 对 于 S$€ 于 “884 夺 M" 中 
闭 ， 
ROE, PULCEP)TO% 

对 每 一 SE (0,5),p = 0,1,'…*,p; 是 中。 是 U = 中 一 闭 
子 集 . 

定理 6.2 设 5€ 如 *, 任 给 EeE(0,57)，。 则 

(i) RECS,0)— 0, R(t,7—1)— 0; 

(ii) L(5,0) = 一 0 一 1) 一 0. 

证 先 证 《iD)。 据 (44.5) 哎 然 RCS，0) 一 0， 要 证 R(8,， 2 一 
1) = 二 0， 设 相 及 地 ,存在 一 点 ee R(5,# 一 1)CQ*!1、 由 是 据 命 
题 4.7 及 命题 4.6 我 们 有 


BD) Ape) TT) > 一 有 (6.2) 
j=0.1e*7 1 


KT i 
二 1,2,3,.*…。 (6.3) 


nA (Bisa), I) St <0, 
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因 SE 好 + 有 是 BQ6 在 让 "中 闭 , 故 据 [17, 定理 3.1], 5S 仅 有 有 限 个 
数 的 正 向 收缩 的 局 期 轨道 , 记 它 们 的 集合 和 为 王 . 又 记 五 为 负 半 轨 
线 {gCa)lzE( 一 00,02} 与 它 的 a 一 极限 集合 的 集合 和 , h(x) 一 
9q-(A (x), 了 了)/T 了 对 +E 84!， 于 是 据 (6.2) 及 h(x) 对 x€ 90! 的 
连续 性 ,应 用 命题 4.5, 易 看 出 存在 6 > 0 使 得 的 58- 邻 域 

UC(H,8)CM"— FF, (6.4) 
由 于 (6.3) 及 h(x) 在 Q*' 上 的 有 界 性 ,我们 可 取 和 整数 序列 0 一 
这 < 三 之 :使 得 


| ， 
二 之 Kbenthila)) EC— 


了 1=0 
T1212,3,..-。 
又 从 848"! 的 紧 致 性 ,我 们 还 不 妨 设 人 4。} 如 是 取 使 得 {8 ,7Co)} 
收 仇 到 一 点 a€ H， 因 此 ,对 任 给 钓 之 0,6 过 258, 及 4d 之 0, 我 
们 都 可 取 一 妇 [15] 中 所 指 的 《#12, 全 ;nw 一 1》- 准 双 曲 轨 弧 
{Pare C— kT ,ko TCH, mi > 2s 
满足 (Xm. 一 《4%,) 了 守 4d， 且 这 轨 缴 的 两 个 端点 都 在 5 的 s- 邻 域 
内 ， 从 而 可 应 用 [15。 定 理 1j 及 引 理 5.6 得 出 5 的 一 正 向 效 缩 的 
周期 轨道 己 UCH，85)， 但 这 与 (6.4) 矛盾 。 这 证 明 (i》。 应 用 
《让 到 一 5 即 街 出 ii)。 定 理 5.2 证 完 。 
定理 6.3 设 3 是 Ms 上 一 C! 常 微 系 统 e 用?。 则 存在 一 上 
C051) 使 Ri)UECSTD) 一 0， 
证 设 杠 反 地 ,定理 结论 不 成 立 。 则 存在 一 序列 {&4}，5x € 
《0，, 志 )， 满 足 
lim ti 一 0， (6.5) 


Fe 
且 使 得 : 或 则 (1)》 Rsxy17 关 0 对 所 有 不 ,或 则 (2) LC&4, 1) 关 
0 对 所 有 上 。 但 因 在 M 上 ,8 的 每 一 左 (5i;1)- 扭 拆 点 是 一 $ 的 一 
右 《&，1)- 握 拆 点 ， 放 对 于 我 们 的 目的 来 说 ， 不 妨 只 考虑 情况 
(1)、 又 注意 对 每 一 x E984, dim A'(x) 一 | 从 而 wn-CAl(x)， 
人 到) 一 log gx 让 对 x EA!' Cx) ,wll 一 1， 政 应 用 命题 4.7, 我 们 
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可 取 KE RCLis L)C OFs uk € AlCz), lsall 一 1， 便 


log loriCu) 2 5 且 log p_isCe) 


|- 


下 


er 


站 一 1，2 3 (6.6) 
用 到 子 序列 的 靶子, 不 妨 设 序列 {rk} 收敛 到 一 点 x € 84, 日 {wx} 
也 收 和 伍 到 一 EACz)、4sy 一 1， 于 是 据 (6.5), 《6.6) 及 变 执 群 
心 一 5o < 之 + < 之 09) 的 连续 狂 ,我 们 有 
Iorili)l 1 EE lorrts)N 1 = 0,1,2,3,."-。 (6.7) 
园 Se 朗 * 是 96 在 届 !: 中 闭 , 故 据 [17, 定理 3.i1,S 仅 有 有 
限 个 数 的 周期 轨道 是 正 向 或 负 向 收缩 的 . 记 它 们 的 集合 和 为 天 ,又 
记 轨 强 {px)|:E《 一 00,00} 的 w- 极 限 集合 为 T( 这 是 9 中 一 
连通 非 空 的 闭 子 集 , 在 $ 必 一 00 过 1 过 ce) 下 不 变 , 不 含有 S 的 奇 
点 )。 于 是 应 用 (6.7) 可 看 出 ,存在 一 & 之 0 使 T 的 s- 邻 域 
UCT,s CM — Kk. (6.8) 
我 们 说 是 一 歧 变 集 ， 可 证 此 ， 设 相反 地 ,TT 站 0&8(5) 一 0， 
则 拟定 理 3.1, S 在 了 上 有 双 曲 构造 ,日 据 系 3.5 有 
IndT = dim D_{x), 
但 Ss 在 x 处 有 (5; 全， 1)- 半 双 曲 分 解 《6.1)。 故 从 《5.7) 可 看 出 
dim D_(x) 一 0。 于 是 据 引 理 5.7, U(T,s》 包 含有 5 的 负 向 收缩 
周期 轨道 ,与 (6.8) 矛 盾 , 这 证 明 斯 语 ， 
于 是 据 命 题 2.1, 可 取 3 的 一 极 小 歧 变 集 4CIr。 设 4 是 简单 
的 。 则 担 定 理 3.6, S 有 一 党 点 ee 4UO6C3) 具有 彼 处 所 述 的 性 
质 《i) 一 (y》， 但 现在 Tr。 及 T。， 痢 不 含有 3 的 奇 点 。 我 们 有 
dimD_(4) 关 0， 因 为 否则 据 系 3.5 就 有 Ind 了 ,一 0, 从 而 仍 如 上 
眉 , LT;s)UCTes) 包含 有 38 的 收缩 轨道 ,与 (6.8) 矛盾 。 应 
用 这 结论 到 -5 也 立即 得 出 dim Days0。 但 招 人 命题 2.3， 
dim(D_(a) -+ DPK < dm 一 1. 这 给 出 dim Da) 一 1 一 
dim D+Ce), 但 男 一 方面 ,现在 S 在 * 一 a。€ 04 处 有 (1 全 ;1 
半 双 昌 分 解 (6.1) 对 p 一 1， 于 是 进一步 握 定 理 3.6-(iv) 及 加 把 
多 ， 线性 映射 到 妇 ss; 上 这 一 人 狂 质 , 看 出 D_(a) 必 一 ALKCa )。 类 
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似 地 从 定理 3.6-(v), 可 得 Di(a) 一 As(e)， 故 又 有 dim 《D.Ca) 
士 D4(0)) 二 dim(A'(a) 国 Ay(a)) 一 2， 与 命题 23 予 盾 , 这 
证 明 4 不 能 是 简单 极 小 歧 变 集 。 其 次 ， 设 4 是非 简 单 的 ， 则 据 引 I 
理 5.2, 可取 一 基本 p- 序 列 {X4,Pi} 收 人 级 到 A(0 志 p 志 dim M: 一 
1). 若 Pp 二 0 或 2, 则 从 定理 5.7 海 引 出 结论 与 定理 6.2 相 矛 盾 . 由 
是 疡 一 1。 但 若 这 样 , 则 坊 据 定 理 5.7 可 得 出 4 中 一 连通 非 空 的 闭 
子 集 岂 在 bx 一 co 二 z< o) 下 不 变 , 3 在 其 上 有 双 曲 构造 ， 且 
lady 一 0 或 2， 由 是 仍 应 用 引 理 5.8 可 得 出 5 的 正 向 或 负 向 收 纵 
的 局 期 轨道 CU(J，e)， 这 仍 与 (6.8) 了 矛盾 。 综 上 所 述 ,我 们 又 证 
明了 ,了 不 能 是 的 破 变 集 , 但 这 又 与 上 眉 马 证 斯 语 矛 盾 ， 这 完成 
定 班 6.3 的 证 明 ， 

结合 定理 6.2 一 6.3 及 定理 4.10 即 得 出 

定理 6.4 设 S 是 对 :上 一 56 常 徽 系 统 E. 呈 ?9?. 则 3 是 9- 稳 
定 的 。 

系 6.5 设 3 是 M: 上 一 个 无 奇 点 的 C!: 常 微 系统 。 则 3 是 9- 
稳定 的 当 且 仅 当 Se . 芝 

证 ， 若 $ 是 Q- 殉 定 的 ，Se 受 *[14]。 其 递 ， 若 8 无 奇 点 且 
人 *,， 则 S 显然 E 旨 

附 记 。 系 6.5 的 微 拓 变换 类 比 形式 是 117, 定理 1.2]《 关 于 微 
拓 变 换 上 .CM')), 但 得 出 的 方法 有 所 不 辣 . 后 者 充分 性 部 分 的 
证 明 用 到 这 样 一 个 事实 ， 到 车 fe FAM*)， 则 了 的 每 一 非洲 
荡 点 都 是 它 的 周期 点 集 的 闭 包 点 ， 但 类 似 结 论 对 于 受 * 中 的 系 
统 则 疝 成 一 个 〈 似 不 易 简 单 处 理 的 ) 问题 ， 则 车 S$ 是 MM" 上 一 人 C' 
前 微 系统 《经 “,， 5 的 每 一 非 游荡 点 是 否 一 定 是 它 的 奇 点 与 同期 
轨道 的 并 集 的 闭 包 点 ? 这 里 ， 系 6.5 的 竺 出 主要 是 由 于 和 极 小 层 变 
集 所 起 的 作用 . 

结合 定理 1.1, 系 6.5 及 定理 6.1 一 6.3, 我 们 易 得 出 

系 66 设 S 是 M 上 一 个 无 奇 点 的 C! 常 微 系统 、 则 5S 是 9 
稳定 的 当 且 私 当 5 不 具有 混 染 非 游 荡 点 。 
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第 七 章 ”典范 微分 方程 组 和 阻碍 集 及 对 于 
结构 稳定 性 问题 的 应 用 


这 是 我 们 在 二 十 多 年 前 开始 的 关于 微分 动力 系统 研究 方式 的 
一 篇 简要 的 综合 报告 。 动 力 系统 昌 然 已 有 很 长 的 历史 ， 但 我 们 要 
介绍 的 实际 上 仅 限于 标题 所 示 。 过 去 文献 中 出 现 的 许多 重要 概念 
和 结果 现在 已 是 众所周知 ,它们 或 者 与 我 们 的 话题 有 关 ,或 者 在 其 
些 方 面 已 较 多 地 影响 到 我 们 的 工作 .这 些 都 将 提 及 并 适当 引述 ,以 
便 容易 找 出 判断 的 线索 。 


$1. 常 微 系统 的 整体 线性 化 与 线性 表达 式 
我 们 用 MM” 遂 箱 表 示 一 个 # 维 紧 致 的 Riemann 流 形 ，* 实 
2, 并 用 5 一 分 (M") 表示 M 上 5C 常 微 系统 《 切 向 量 场 ) 组 
成 的 线性 空间 。 对 任 一 XeE 经 , 记 
1X = supsewr | 并 Cs)1， 

[Xl = [Xl + supre grin lvyXl， 
这 里 YyX 表示 久 关 于 YY 的 共 实 微 商 ,*。 和 让" 寻 分 别称 为 .2 
的 C' 模 和 C' 模 。 慨 ”就 中- 抽 作成 一 Banach 空间 ， 又 记 

C= 局 Gs 

为 M 的 切 从 , 它 在 x€ M” 处 的 纤维 为 切 空 间 儿 ，,。 

我 们 考虑 一 任 给 的 5€ 如 。 则 3 导出 一 C0! 单 参数 变换 群 
:MM 一 50 之 1 之 00)， 从 而 导出 多 上 一 单 参数 变换 群 
DPD,=dph: EO < 一 oo， 

它 是 & 的 整体 线性 化 《一 co 二 1 二 co) 
又 命 ,名 ， 和 多 ”分别 为 邮 的 如 标 架 从 , 正 交 了- 标 


ae 


各 从 和 正规 p- 标 架 从 ，! 所 2p 兰 #w， 对 任意 的 7 一 (a, mm 
#p)€ cl ,, 记 
projiY 一 wisk = 1,2,."°,p, 
对 任 尊 的 (497) 一 (pa )c( 一 oo) X 汉 ,, 设 
PATY = BA) Dm DH)) EE WU ,. 
这 给 出 一 单 参数 变换 群 
DU, VU, i 0, 
设 z:2 ,一 多， 为 由 通常 的 Gram-Schmidt 正 交 化 手续 得 到 
的 映射 对 于 t€ 《一 00，00), 命 4 一 eg 多 ,)、 我 们 得 到 
一 单 参数 变换 群 
Xi 一 .多 一 oo 天 :<oco。 
设 x ,一 多 # 为 由 


| M1 4 Hp 
Co i 人 
确定 的 颇 射 。 对 于 :EE( 一 0 ,00)， 记 戏 一 fox 我 们 
得 到 一 单 参数 变换 群 
XE FE #0. 
今 记 4*;. 久 六 一 M" 为 从 投射 。 设 p = 二 xw。 对 任 一 给 定 的 
8€ BF# 和 每 一 1E( 一 00,00)， XX 其 6) 为 线性 空间 多 。o 的 正 
规 基 , 其 中 b 一 98)， 由 x* 的 定义 ,我 们 可 记 
DAB) = XBICEE), 
其 中 Cpl) 为 三 角 矩 阵 , 其 对 角 元 为 
diapgaCalt) = llprojaxC8)l #0, Oo 1,2,...,n, 
且 对 角 线 下 的 元 为 0, 而 右边 的 乘法 按 惯例 为 ( 切 向 量 ) 行 X 列 . 因 
5S! 是 C! 的 , 易 见 Cgl?) 关于 上 连续 可 徽 。 故 若 设 
RD) 一 A Ca(OD-5 


并 考虑 4 维 欧 氏 空间 E” 中 线性 系统 


HY = yRAD", 0 <1< oyeE {R,) 
了 
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的 解 3(D 及 wn 一 py(0) EE 名 ss 则 ?7G] 为 (wn)t 客 wn 关于 
标 架 X#(8)€ FF # 的 坐标 , 即 
(DAu), proi HOB) +- LDH), proj, XtC8)>), 
且 有 ps 一 Gil， 
对 于 ?了 Xp 个 阵 C, 记 
NmtcC ) = supyeat siyally Cl, 
命题 1.] 对 于 pe 多 #， 和 矩阵 函数 R.A(0) 具有 下 列 人 狂 质 
(C1)—C111); 
(i) 它 关 于 86E 多 > 连续 且 在 多 # 中 有 界 
supse sg HNm( RO0)) < co. 


《ii) 每 个 RA0) 是 三 角 算 阵 , 其 对 和 角 元 为 
wilB) 一 diagiRel0) 一 pros sk ,2 
i 0 
而 对 角 线 下 的 元 为 0. 
Ciii) Rx#p (0) = RAO0) 对 (1,8)t(—%0,0) X BF#, 
命题 1.2 ”对 任 一 (1,8)E(—00,00) Xs 
log IprojrX.CB8) | wx))as, 站 一 1 23。 


注意 ， 罗 作为 一 个 空间 是 紧 致 旦 可 度量 的 ,而 下 述 图 表 交 
换 


系统 《Rs) 称 为 § 以 8 为 基 的 线性 化 系统 ， 它 通过 8 把 对 于 
BD( 一 00 之 + < co) 轨道 的 研究 部 分 地 化 为 对 于 通常 的 线性 常 微 
分 方程 组 的 研究 。. 多 # 上 的 函数 wx(8) 这 一 1,2,'…*,9) 是 重 
葛 的 。 我 们 将 看 到 ， 对 于 包含 常 微 系统 $ 的 一 些 扰动 性 质 在 上 内 的 
动态 特性 ， 从 大 范围 看 是 同 wi(8) 的 性 质 相 当 紧 密 地 连 在 一 起 
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的 。 
例如 ， 在 1963 年 发 表 的 早期 论文 [1j 中 我 们 普 就 别 的 事情 引 
进 并 研究 了 函数 wx) 以 及 积分 


Sp) 一 |， et(p)du 


这 里 站 为 . 祈 # 的 一 个 在 验 ( 一 co < 之 + 之 oo) 下 不 变 的 非 空 闭 子 
集 , 而 为 V 上 的 一 个 在 位 (一 co 过 1 二 co) 下 不 变 且 可 通 的 正 
规 测度 . 福 这 里 我 们 指出 ,对 于 任 给 这 样 的 ,通过 通常 的 推理 ,我 
们 可 以 在 4KT7)》 上 找到 一 个 在 pK 一 二 < %) 下 不 变 且 可 
通 的 正规 测度 jr 使 得 通过 q* 由 w' 诱导 ( 即 对 任意 AC9*(V)， 
xCVN(g9*) 1A) 一 pw(A4))， 而 且 有 反之 亦 然 ， 我 们 在 [1，$8) 中 还 
党 与 系统 《R。) 相 联系 ,并 旦 建立 起 上 面 命 题 1.1 和 1.2 那 样 的 性 
质 . 

最 近 , 钱 敏 教授 提醒 我 注意 数 394() 同 后 来 Oseledec 的 工 
作 呈 之 间 的 联系 ,这 工作 进行 的 方式 与 我 们 的 很 不 相同 。 然 而 , 秀 
虑 到 命题 1.1 和 1.2 以 及 上 述 讨论 , 则 就 每 个 正规 不 变 可 通 测度 来 
说 ,我 们 可 得 到 5 的 特征 指数 (定义 例如 见 [3, 第 36 页 ]) 几 乎 处 处 
的 最 简单 表示 办 法 ,这 差不多 是 显然 的 事情 了 。 


$2. 典范 方程 组 


重新 考 同 系统 3《 嗓 ”及 如 $ 1 中 由 3 诱导 的 变换 群 gz 
和 X 江 一 co 之 :之 op) 对 尾 给 8€ F$, 我 们 有 映射 
DE M", 
它 由 
PA19) =— ep (5 yrprojext C8)), 
1€C—00,00)y — (yy "EE" 
确定 ， 其 中 txp 为 指数 鼎 射 ; 儿 一 M"。 因 projktX 拭 三 )， 及 一 1， 


2 2， 关 于 上 连续 可 微 ， 区 。 为 C!， 但 车 对 一 给 定 的 :, 记 
Pps ly) Cd Ft, y), 
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则 S25 为 一 C” 映 射 : 可 "一 M"、 由 MM" 的 紧 致 性、 我 们 可 到 
一 固定 的 &% 之 0， ee xE af*,exp 把 
~— {ue€ ,lal < Co} 
微分 同 胚 地 映 到 M* 记 
Bo= (ye E"|y| < 6b} ,= (0,00) x Bi 

则 对 于 每 个 给 定 的 +, 存 在 8B, 上 唯一 的 急 向 量 场 Se(z:y) 和 3st 
y)， 使 得 

dD,, Sel1,7)) 一 SFAt,Y)), 


dy Sat,9)) 一 dD, (2 小 


记 Se(zy) 二 Sp《+,7) 一 $A1,y)， 方程 组 
we Stsy), (Dec (5,) 


称 为 以 8 为 基 的 5 的 风范 组 . 
定理 2.1 5 的 典范 方程 组 具有 下 列 性 质 (1) 一 (111)， 
《1) 对 于 每 个 p € ,Solt,0) = 0,8,(t,y) 在 形 。 上 连续 
且 关 于 7 了 可 微 , 而 
De(zy) 
Oy 
在 绢 ,上 也 连续 . 
(六 》 若 对 于 + € 茶 个 ( 含 ;5 的) 区间 (3, 太 ), Ys(#; s，y) 为 
(5,) 满足 yx555 一 y》 的 解 , 则 
Dg813 5 = pA ly)) 对 tél(bysty ), 
《iii) 当 了 趋 于 0 了 时， 
OSe(1,y) 
Oy 
关于 所 有 的 (1,8)E (一 00,00) X ?一 致 收 化 到 Rl) 
我 们 还 考虑 3 的 一 个 任意 扰动 Xe. 法 。 如 上 ,对 于 任 给 ze 
《一 oo,co)， 存 在 B, 唯一 的 C! 切 向 量 场 Xe(t y)， 或 简 记 为 
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区 A(t,y)， 和 使 得 
dD CRAY )) XKCD A 》)。 


记 X(t,y) RFs) — Sel 1,y), 常 微 系统 
dy 


dr 一 XAT = yRAED + KaomigIy) ty)E Los (Xs) 


共 中 
XemtefKryy) 一 〔《 台 (zy) 一 Sel#,7)) 
十 《So(z37) 一 了 RSCED 7 

称 为 以 了 为 基 3 的 扰动 苞 的 典范 组 。 

定理 22 3 的 扰动 典范 组 具有 下 烈性 质 。 

《i1) 对 任 一 KER ,Xamptsy) 对 (1,y)€ 连续 ,日 在 
每 个 《s,w)《 人 。 处 满足 局 部 的 Lipschitz 条 件 . 

(1i)》 落 我 们 区 px:M" 一 M 《一 oo < 之 :之 co0) 表示 由 X & 
如 ”诱导 的 M* 上 的 单 参数 变换 群 , 且 若 对 于 :上 《 某 个 《 含 上 的 ) 
区 间 《5 89) Yoplty 19 7) 为 《Xs) 满足 yoxp《s;s97) 一 y 的 
解 , 则 

Es yx,at ;sy)) 一 pxen Fply)) 对 1E€ C5 ,5 ), 


$3. 低 一 维 的 约 化 


典范 组 (56》 和 (XX,) 最 初 在 [4] 中 引进 ,其 目的 是 把 SE .2 
的 相 空 间 及 其 扰动 性 质 的 研究 部 分 地 归结 为 欧 氏 空间 中 的 通常 的 
常 微 系统 的 研究 .但 它们 在 应 用 上 并 没有 采取 最 方便 的 形式 .以 下 
我 和 们 提出 两 个 更 有 用 的 替代 形式 ， 

记 邓 为 的 所 有 常 点 靠 , 它 显然 是 MM" 中 的 开 集 。 设 

B= gg, 

汐 8 的 共 轿 从 , 该 从 多 底 空间 为 村 且 在 x & MM 处 的 纤维 为 静 . 一 
ne GiCSir), 4) 二 0}。 对 每 一 (1, ww) € (0%0,， 00)x 
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幼 。， 取 几 为 ga) 到 氏 w(x) 上 的 垂直 投影 。 则 由 于 $， 
(5S{x)) = SC$,《x) )， 我 们 就 得 到 一 单 参 数 变 换 群 
中 2 一 玉 ) 一 二 < 0, 
中 显然 把 多 ,线性 地 映 到 纪 :e 上 上 。 
我 们 发 现下 面 的 从 也 是 有 用 的 , 即 丛 
厅 一 UJ GG,, 


其 底 空间 为 了 ， 投 射 为 r: 8 一 M, 而 x€EM 上 纤维 过 .出 对 
在 * 处 满足 
《SCz)yprojt7r> 一 0 这 一 1:2… 5 一] 
的 所 有 正规 (= 一 1)- 标 架 7 组 成 。 设 对 * 处 标 架 Y 置 
(7) = CSCx) HSCx) ,7). 
则 这 给 出 嵌入 :多 一 名 #。 又 由 BS(x)) 一 5(4(x)), 关系 
式 (8B,(7)) 一 XXe*(Y》 确定 一 单 参数 变换 群 
[2 
对 于 任 给 ce cid。，cte M 和 teE( 一 00 ,00),9,(n) 可 用 作 线 
性 空间 多 sw 的 一 个 基 ， 故 而 若 w€ 义 。， $1(#)&《 Dwiw 关于 
8@:(a) 的 坐标 , 即 
(Cpu) prod a), ,pu), projs-tet(a)>)， 
在 视 作 + 的 向 量 消 数 时 ,将 满足 线性 未 统 


5 一 xz 并 (tr 一 oo <E< opyzeE 瑟 1 (K,) 
了 


其 中 R(t) 为 三 角 和 撼 阵 , 它 具 有 类 似 于 命题 1.1 中 关于 Re 的 
那些 和 性 质 。 事 实 上 ,我 们 有 
‘ox Ca) 
Ruale) ( 0 
现在 落 虑 8 的 任 一 扰动 Xe ' 吕 及 引 上 由 上 一 节 给 出 的 容 

量 场 六 (ty),3(1,y》 对 《1,8)E《 一 00,00) X 多 ”我 们 记 

Xt,y) 一 CK zy) ,XUE Y) » X17) EE 五 "， 

SA197) = CSE SKE Y) SEY)) EE’, 
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对 于 M" 的 一 个 在 (一 < 上 < co) 下 不 变 的 任意 子 集 
4， 我们 将 用 记号 
094) 一 {XE. 有 | 和 ref00)>>0 对 所 有 aEr (4A)}, 
易 见 ， 当 XE 经 (58,4) 的 奇 点 加 在 4 中 时 ，i 亦 必 为 3 的 一 个 
吞 点 。 记 
Lo {Cz)€ Ellz| < 如， 
这 里 六 与 上 一 节 给 出 的 相同 ， 
现在 考虑 这 任 给 的 XE . 骂 (3S4) 和 acer 4)。 证 
Lx 一 {C12) € | XRix(t,0,%z) > 0, Skt,0, 2) > 0}。 
易 见 Lx,。 为 E" 的 一 个 含 + 轴 的 开 子 集 。 于 是 ,我 们 考 卉 微分 方 
程 组 


好 -9 ~ ~ > 一 
从 oz，2) g RF) 十 | E Lg (X,) 


其 中 和 (zsz) 由 
爸 az ) 二 
CO is ee Xs,0,z) 
— SS*akrs0,2)E E" 

给 出 ,而 XXgomca132) 一 区 (rsz)》 一 RC 

对 于 gE€ 地， 设 

夯 ,( 一 oo,coy X Ei— M” 

为 由 (41,2) 一 Ft 0,2) 确定 的 映射 。 

命题 3.1 设 4 为 M" 的 一 个 在 由 一 co 过: 之 co) 下 不 变 
的 子 集 。 则 对 任 一 Xe 邹 7(03S,4) 和 任 一 a€E fr"(4)、 系 统 (X。》 
具有 下 列 性 质 Gi) 一 Ci): 

(i) 和 sa(c)Crs) 对 (1,z)e Lx 连续 ,在 每 个 《5, *) 处 满 
足 局 部 Lipschitz 条 件 , 且 关 于 5 连续 可 微 ; 

(ij》 若 对 + & 某 个 ( 含 5 的 ) 区 闻 〈r ,19 ), zs(135,4) 为 (XY。》 
的 一 个 解 使 得 zeCs;1)4) 一 yw， 则 多 。 把 Lx,。 中 曲线 {C71,26 《i; 
;#8)) je， 六)}》 映 为 M' 中 久 的 过 密 。(s,w) 的 部 分 轨道 ， 

据 5x(t,y) 的 上 述 定 义 , 5 本 身 在 骂 (5，M") 中 ， 且 对 于 
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a € 多 我 们 总 有 


Os, 
RC en Bz po 

定理 3.2 ”假定 4 是 M* 的 一 个 在 一 co <z< co) 下 不 
变 的 亲子 集 , 且 不 合 8 的 奇 点 。 则 下 面 的 (i) 一 (v) 成 立 : 

(i) 在 绝 中 存在 3 的 一 个 含 于 倪 (S, 4) 的 5 邻 瑾 %， 
及 存在 常数 之 0， 使 得 对 所 有 的 《2 和 所 有 的 a€ 4)， 
上 x 总 包含 集 

JCA,n})—~{(—,00) XK, 
其 中 KK 一 {ze "Hz 所 w}; 换 名 话说 ,系统 (人) 在 人 (4,1) 
上 总 有 定义 ; 

《iiy 对 任 给 & > 和 “>>0, 在 绾 中 存 在 3 的 一 个 含 于 区 
中 的 5? 邻 域 or 及 存在 满足 5 过 5 的 常数 5 > 0, 使 得 对 所 
有 的 XE 3 。 和 所 有 满足 Hsh 所 避 的 《tz a) EA, 7) X 
r -47， 我 们 有 

XReme Ct <) < psos 

Ciii) 对 于 任 给 XE ， 存 在 区 4A,n) 上 的 Lipschitz 常数 

4x， 使 得 
Rsecofzsz) 一 Kreme ts 2 NN < 2xlz 一 科目 
对 所 有 的 和 xz EEK, 及 atr 《A); 

《iy) 对 于 任 给 4 > 0， 在 用 中 存在 3$ 的 一 个 含 于 % 中 的 
C1 令 域 古 ,， 及 存在 51 之 0, 使 得 对 所 有 的 Xe 久 ， 和 所 有 满足 
liz ~ &12 jz 之 1 的 《zz s0) ,ts 2 ,0) € J(A,n) x z 《A), 我 
们 有 

RB ts 8) 一 Cremca ts 2 < 1hz 一 元 及 
(vyv) 当 zxE 天 趋 于 0 了 时， 
BS,(1, 2) 
Oz 
关于 所 有 的 (1,4)eE (一 cco) xX r 4) 一 致 收敛 于 (2)， 
这 里 我 们 注意 ,出 用 的 C 和 C!' 模 的 定义 ( 见 $1), 叙 中 5 
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的 C* 邻 域 也 是 5 的 一 个 51 侣 域 。 
然而 ， 上 面 定 理 沁 的 许多 论断 仅 对 闭 集 4 不 合 $ 的 奇 点 的 情 
况 有 效 。 在 4 作为 Ms 的 任 一 个 不 变 子 集 其 闭 包 可 含 $ 的 奇 点 
时 ， 我 们 想 ， 满 足 于 如 上 〈j) 中 一 致 性 质 的 数 3 会 不 存在 。 克 服 
这 种 阻力 的 一 种 方式 是 作 变量 变换 z-~> 13(Cm(r(a)))is。， 则 系 
统 (X。) 变 为 
dx _ 


—— Xt,z),(t,2)€ Li,ss (xX*) 
ds 
其 中 
丈 ey YA(z， lsCpl ra))) lz) we 人 
3 让 


Li, — {1,5)€ ElC, SCp( ra))))s) € Ex.}, 

我 们 记 

RA 一 RA 一 wt Oa)) ss 
这 里 1 ,一 Xx? 恒 等 兴 阵 , 
特别 是 考虑 S6 到 08) 
定理 3.3 存在 常数 i* >> 0 使 得 对 所 有 的 we， 集合 
近 M2 3 这) 一 《一 coco) x {z€E E" lzl < 2*} 
仿 于 L$。 中。 换 旬 话说 ,《53) 对 所 有 的 ce BB 在 JM"',6*) 上 
在 定义 。 当 z 趋 于 0 时 ， 
OS+*(1,2} 
Oz 
关于 所 有 的 《ta) E( 一 0 ,0)X 加 一 致 收 傅 于 RXCA)。 

在 [4] 中 曾 就 M" 上 的 C' 常 微 系统 引进 并 研究 以 《Sp) 到 
(车 )》 的 典范 组 。 但 在 [5] 中 就 M* 上 的 C? 常 微 系统 对 于 从 (3。) 
到 《5:) 的 典范 组 所 作 的 研究 是 以 一 种 稍 许 不 同 的 方式 进行 的 . 减 
弱 可 微 性 假设 和 其 他 一 些 假定 ， 这 种 可 能 性 的 茶 础 是 在 定理 2.1 
中 。 因 此 这 个 定理 是 基本 的 ， 有关 本 课题 包含 上 述 诸 定理 的 证 明 
在 内 的 一 些 细节 ,读者 可 参看 [+]， 
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5 和 应 用 例子 


这 样 我 们 看 到 ,通过 运用 典范 组 ,通常 在 欧 氏 空间 中 的 常 微 分 
方程 理论 对 于 研究 流 形 上 常 微 系统 的 某 些 整体 性 质 仍 可 能 提供 一 
种 很 合适 的 工具 , 虽然 对 于 后 者 ,有 来 自 包 括 还 函 分 析 和 微分 殷 扑 
在 内 的 数学 领域 的 许多 现代 化 技巧 (例如 见 [6 或 [7] 中 记 示 ) 已 被 
用 来 解决 当今 的 问题 ,并 且 已 引起 我 们 的 关注 . 

例如 、Pugh[8] 的 C! 封 末 性 引 理 陈 述 ; 若 为 835E 经 的 一 
个 非 游 荡 常 点 , 则 对 于 任 给 的 。 > 0， 存 在 5 的 一 个 扰动 XX 《名 
使 得 XX 有 一 条 过 4 的 周期 轨道 且 XX 一 5h 二 s， 在 用 拱 范 组 的 
方法 通过 一 利 容 易 的 线性 化 手续 来 证 明史 这 个 重要 结果 上 时， 我们 
单纯 地 去 考虑 线性 系统 


Pe t<< oyE EE? (*) 
z 


(pp x pp 矩阵 Plz) 对 :连续 ), 并 且 给 出 下 而 定理 4.1 的 证 明 、 其 
中 Y*(z) 为 矩阵 方程 dY /dr 一 YPQ),PC(0) 二 1， 的 解 ， 和 而 对 于 
任 给 的 bE E? 和 0 之 5 民品 ,Br5,5) 表示 集合 。 


B65) ~ fe Er lly— 21<0 +6) el). 


如 


定理 41 相应 于 系统 ( 关 ) 及 任意 给 定 的 3 >0 和 上 > 盖 0, 存 
在 了 之 8 >>0 光 >0 和 一 个 正则 线性 变换 gp:E?" -~* E? 使 得 当 
wt E? 时 ,存在 ( ) 的 一 个 扰动 系统 . 


2 一 yP(D 十 fo(py) (17) EC0,00) xX E? 
i 


满足 下 列 条 件 (i 一 Qii): 
(i) fCtsy)E E? 关于 (t,y) 是 C! 的 , 旺 
Bf l1,y) 
Nm ( By )< 万， 


Cry 十 +| el< 两 | 
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对 所 有 的 (1,y)€ 《0,T》 Xx E?; 
(ii) 该 扰动 系统 有 解 C7), 0 万: < oo， 使 得 并 (0) 一 0， 
IAT) 一 好 了 《了 了 ); 
(iii》fwtz,y》 在 下 面 集合 之 外 为 零 
{(1,7)€ (0,00) x Erls’ tT, 
yyY*(Ny Ep Br p(w);$)}. 
本 定理 仅 对 线性 系统 而 言 。 但 要 给 出 证 明 当 然 仍 非 象 它 初 看 
起 来 那样 很 平凡 ， 
作为 典范 组 应 用 的 另 一 个 例子 ， 我 们 只 来 考虑 8 的 一 个 双 曲 
集 。 正 如 最 早 在 Smale 的 善 名 的 综合 报告 [10] 中 那 祥 , 双 巾 性 曾 
被 认为 是 微分 动力 学 理论 中 最 重要 的 概念 之 一 ， 设 A 是 M" 的 一 
个 闭 子 集 , 它 在 8g.( 一 0 < 之 :< 0) 下 不 变 且 不 合 $ 的 奇 点 ， 正 如 
能 容易 证 明 的 那样 ,以 通常 的 方式 co 说 4 是 $ 的 一 个 双 曲 集 ( 或 者 
也 可 说 成 是 $ 在 4A 上 有 双 曲 结构 ), 在 用 上 一 节 给 出 的 单 参数 变换 
群 6K 一 0 之 :< 00) 来 说 时 , 它 等 价 于 存在 常数 a > 0 和 &4 > 0， 
及 在 每 个 xz 上 A 处 有 cs 他.， 使 得 当 d 委 了 < co 时 ， 
1 


了 
元 wat De) dr 


或 者 委 一 5 对 所 有 的 iE (一 % ,co)， 或 者 实 t 对 所 有 的 6 
《一 coco) 人 一 1;2) 一 1 

5 在 一 个 双 曲 集 4 上 ,特别 地 对 于 Anosov 5 在 A= M* 上 
是 结构 稳定 的 ,这 是 一 个 周知 的 事实 。 在 这 方面 Anosov*4，Mo- 
serm2 和 Robinson 3 曾 运 用 稳定 流 形 性 质 、 泛 函 分 析 技 巧 和 8- 
链 人 性 质 这 些 不 同 的 方法 给 出 各 种 不 同 的 证 明 ， 但 在 这 里 可 以 使 我 
们 感 兴趣 的 是 如 何 运用 典范 组 进行 证 明 . 为 此 ， 报 据 上 面 的 讨论 
并 遵循 [4, 4]j， 我 们 主要 被 引导 到 考虑 下 面 这 种 微分 方程 组 族 
LEE ,pp), A] 
2 一 3 十 并 tiz) 一 ce < 100,r€ Er? (>* 太 了 


它 关 于 某 些 数 7 > 0, 1 0 和 万 >0， 满足 下 列 条 件 (1) 一 
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{111). 
(1》A(z) 为 P XP 三 角 和 矩阵 ， 其 对 角 线 上 节 元 为 0, 对 :过 
续 且 
SUpiet_ ose Nm AC)) SE; 
《IUD fC4z) 对 (+,z》 和 连续 及 
Sup sel wx Bell Cz, zy) 二 可 ， 
而 且 f(z,z》 有 一 Lipschitz 常数 4 
上 Cr,2) 一 其 区 好 省 扫 和 lz 一 | 对 所 有 的 zs € BB?; 
{II1) 对 gxCs， Fr ) 一 exp| diagi ACO dB 一 1,2,.……,p) 且 对 


其 个 一 《rr *'*, yp) 及 7 一 士 co , 按 ri 一 00 或 二 oo 有 


| aroz)05<oo 或 一 一 忆 osst)ds > 一 001 
rk € 
又 有 


< 安 7。 


f 
SUDs « (一 mvon) > | onCsst)ds 
r=1 


b 


我 们 仍 考虑 线性 系统 


全 A), < < co,z€ E°, 《xf 


记 zx(zx) 和 zC4,#) 分 别 为 (六 六) 和 (来 来 ) 满足 z(0,，#) 一 
2 zC0yz) 的 解 ， 


为 了 观察 (# * ) 和 (下来 ) 的 相 空间 之 间 的 一 些 关 系 ， 我 们 记 
五 区 人) 为 PX ?对 前 夭 阵 ， 使 diagi Eits, = B40 S37 OC es 
1,2,… 丰 )。 又 记 4 人 5) 一 AAD ADCE)， 共 中 对 每 个 +，A™C7) 
是 使 diagi4eoft 一 diag;4) 的 对 角 甜 涟 ， 而 A?G2) 一 AG) 一 
Amz)， 王 是 对 每 个 se Bz*， 考 虑 赋 范 线性 空间 LCp) 中 的 算 于 


J = > CCEA + Hss sss Es )ds, 


k=l 
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这 LL(p) 由 所 有 【一 co，co) 上 ， 取 信 在 E? 中 的 有 界 连 续 阴 数 
SC 组 成 , 模 取 为 supyel_weo|57)|. 
我 们 最 初 曾 在 [4,53] 中 证 明 下 面 定理 《作为 其 些 更 一 般 性 定 
理 的 特殊 情况 )。 
定理 4.2 设 第 分 方程 组 (六 x* ) 如 上 给 定 , 则 
(i》 对 每 个 we E? 存在 唯一 的 F(w)€ Er? 生得 
Suprec_ welll#s FCA)) — z(t,8)) < co， 
且 #--> FCw》 给 出 一 满 映 射 。E? 一 E7. 
(ii》 对 每 个 we E? 存在 唯一 的 5(1，w)€ L(p) 满足 方程 
S254) — JElty#)), Tm 
s(1, POH)) 一 zl1,1) 一 CE 1). 
(iii》 zt, FF CAD) — z(t 5m + 2W5)* 对 所 有 的 
(su) EE (—00,00) X Er?, 
《iv) 车 Hz,s》 有 一 Lipschitz 常数 
1 
A EC 十 2n5)?” 
如 世 为 一 拓扑 映射 。 
证 明 是 简单 的 、 例 如 , 《ii) 中 &#(z,w》 能 表 成 


p 


EC1, #) > EC 4 ,11), 


者 呈 有 


其 中 Et(1,4) 由 下 式 归 纳 地 定义 ， 
Sr(tyz) 一 f(0,2(0,u))E ,0,:)d0, 
rp 


Ve Pe | ( > E94) AKO) -+10, aC9,1))) 
X EQ,1)d0 ,R= p12 1。 
对 5(1,4w) 二 J(&#(1,w)) 两 边 求 导数 证 得 z(i,n) 一 中 rz 满 
足 (* 米 ). 本 定理 的 其 余 吓 言 也 可 容易 验证 . 
在 [4,34] 中 《x* 六 ) 类 微分 方程 组 用 于 导出 Anosoy S$S€ 嘱 的 
半 稳 定性 性 质 ,而 同样 的 结果 也 曾 由 Kato-Morimotot9 通过 不 辐 


aa 3 了 37 。 


i 的 途径 得 到 ， 事 实 上 ， 典 范 方程 组 的 运 不 将 贯穿 于 我 们 整个 工作 
”中 ,对 此 ,我 们 在 本 报告 的 其 余部 分 不 再 更 多 提 及 ， 


$ 5. 帝 微 系统 族 .有 六 


为 以后 方便 起 见 ,我 们 在 这 一 节 插 入 关于 .有 一 综 (M*) 中 
一 个 党 微 系统 族 的 评述 。 这 是 由 所 有 满足 下 面条 人 忻 的 XE 弗 组 
成 的 族 绝 * 一 避 *(M"):X 有 一 C! 邻 域 人 U 使 得 每 个 YE 人 UU 
的 所 有 奇 点 和 所 有 (不 同 于 奇 点 的 ) 周 期 轨道 孝 是 双 了 曲 的 《或 等 价 
地 , 中 每 个 了 只 有 有 限 个 奇 点 和 至 多 可 数 个 周期 轨道 ). 显 然 ， 
综 在 . 近 中 关于 朋 的 C: 横 ( 见 S1) 为 开 的 。 族 骂 * 的 重要 
性 至 少 在 于 ,部 分 地 由 于 Kupka-Smale 定理 ( 见 [10, 第 804 页 ])， 
它 包 食 绕 的 所 有 避 剖 定 , 从 而 所 有 结构 稳定 《 西 者 都 对 C! 扰动 
来 说 ) 的 常 微 系统 &  。 故 它 可 作为 研究 稳定 性 问题 的 一 种 中 间 
工具 。 

再 考虑 由 4“《 .有 在 其 共 罗 从 静 上 诱导 的 单 参数 变换 群 w: 
鲍 一 环 ( 一 中 < 近 1 < 00)《( 风 $3)。 对 每 个 xE 邓 ， 记 

D_(x) — {us€ ,llimlg(#)! = 0}, 


D1) 一 twe DB, lim lu) = 0). 


这 些 是 多 。 的 线 狂 子 空间 ， 并 且 $,(D_ (x))= D._(%$, (x))， 
$AD+I(x)) 一 也 Htkz))， 显 然 , 当 Se .县 且 * 为 $ 的 周期 轨 
道上 的 点 时 锚 , 一 D_(z) 申 DCx). 

对 每 个 给 定 的 XeaM 和 0< 和 :二 十 co， 记 
Supuep_tonlall=llog jjt(a)， 当 dimPr) 之 1 时 ， 
CA 1 当 dim D_(x) 一 0 时 ， 

Ne ey log gw)l, 当 dim Di(x) 空 1 时 ， 
co, 当 dim Di{x) 一 0 | 时。 

定理 5.1 存在 .用 # 的 一 个 升 覆 盖 绍 , 及 相应 于 每 个 He 汤 ， 
存在 数 ww 之 0 和 Ts 之 0, 使得: 若 Fe 锣 和 SEV, 册 

(i)》 当 zx 为 8 的 周 朋 轨道 上 的 点 且 Ty 筷 +1 < 之 00 时 ,有 
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二 qs 4) — 9C7 4)) 2. 


(ii)》 当 了 是 5 的 具有 周期 T, 的 周期 轨道 ，x&€ P， 且 
0 和 = 
是 《0,T》 的 一 个 满足 
fi Ty, = 1,2,. :+ 


的 划分 时 ,有 
业 > ni 一 tis Pet CX)) < 一 7 
b= 


二 > LS CF 了 -ip big, Ct) ) 之 my。 
To r=1 


该 定理 的 证 明 在 [15] 中 ,但 其 中 的 叙述 (i) 早 先 曾 由 Maiién9 
对 一 特殊 情形 给 出 : 即 M" 上 第 分 同 且 生 成 的 离散 动力 系统 (通过 
通常 的 扫 扩 技巧 看 作 由 常 微 系统 生成 的 连续 流 的 特殊 情形 ). 叙 述 
(ii》 对 同样 特殊 情形 的 一 个 证 明 , 新 近 也 由 Maiea7 给 出 《其 确 
切 的 叙述 风 [17, 命 题 IJ 1-(a)]), 

虽然 我 们 有 定理 5.1, 但 正如 Guckenheimeroa 的 一 个 例子 所 
表明 的 , 县-* 中 的 系统 在 其 非 庆 涉 集 上 可 以 没有 双 曲 结构 。 

但 下 硬 芍 定理 成 立 . 

定理 5.2 车 St 绝 "*, 则 它 仅 有 有 限 个 正 向 或 负 向 可 缩 的 质 
期 轨道 。 

在 Ye 纪 情形 ,和 任 一 这 样 的 可 缩 周 期 轨道 可 通过 人 性 质 : 对 
+E€P，dimD_(x) 一 0 或 dimDi(x) 一 0 来 划 划 。 这 个 定理 的 一 
个 证 明 ,在 [191 中 是 在 8 的 奇 点 集 孤 立 于 非 游荡 集 24S) 的 其 余 
部 分 这 种 特殊 情形 下 给 出 的 、 一 个 仍然 更 加 特殊 的 情形 早先 曾 由 


Plissew 给 出 。 


6. 阻碍 集 
我 们 上 面 的 讨论 ,实际 上 ,主要 是 处 理 当 给 定 的 常 微 系统 出 现 


"339» 


小 扰动 时 ， 一 条 轨道 的 性 态 是 如 何 改 变 的 问题 。 为 沂 住 一 组 轨道 
的 整体 性 态 、 我 们 曾 在 [21J 中 村 进 常 微 系 统 e . 乳 ” 的 阻碍 集 的 概 
设 Se 有 给 定 : 它 所 诱导 的 单 参数 变换 群 8: 儿 一 多 已 
如 上 和 氢 ,我 们 定义 另 一 个 单 参数 变换 群 
VB 一 更 ， 一 外 10 
如 下 。 对 每 个 xf 多 (x€ M)， 用 困 x 表示 多 ,的 所 有 与 * 正 
交 的 商量 组 焉 的 线性 子 空间 。 因 上 (多 wx) 为 多 ,lx) 的 线性 子 
空间 ， 存 在 准 一 的 与 4 外 xz) 正 交 的 于 (w)& Bs。(x) 使 得 
中 AB) 一 和 4)& 内 必 园 sj。 这 给 出 变换 群 亚 ( 一 co < 之 oo)。 
设 多 * 为 多 在 神 中 的 闭 包 ， 则 上 述 变 换 群 唯一 地 扩充 到 
一 单 参数 变 亲 群 ( 仍 记 作 ) 
VB DB, 0 A100, 
这 通过 运用 下 列 事实 可 容易 看 出 : 若 wk 静 , 信 lla!l 半 0, 我 们 
取 任 意 YE 多 ,使 w 一 proisy， 则 总 在 亚 《(#)》 一 proiete(C7 交 这 
里 和 丸 ， 多 一 多 。 在 1 中 给 出 
类 似 地 , 若 我 们 设 多 = {x€ 多 *iluil 二 1} 并 命 
ka) 一 waA(7) 对 we 咏 ， 
其 中 ye 多 # 目 一 projsye 嘿 ， 则 (wn) 区 确定 与 这 样 的 7 
的 选择 无 关 。 因 而 由 此 得 出 x) 是 紧 致 可 度量 空间 多 上 的 连 
续 函 数 。 
还 在 在 一 单 参数 群 
刘 :: 细 一 惫 ， 一 oo < 一 oo， 
使 得 旺 :(z 迪 :se) = 于,((#》 对 (1,#)&€《 一 co,00) X 咏 ， 故 由 命 
题 1.2 庆 


log fCu)! 一 [ GB Cu) ds 


对 所 有 (1t,w)&€ (一 00,00)X 坊 ， 
$ 的 阻 得 集 O058($)》 定 义 为 
ObCS) 一 {xr€ M13we 站 名。 使 得 
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le 一 于 一 infiecwm ly Cw)}. 

由 变换 群 @:( 一 co < < oo) 的 连续 性 质 我 们 容易 看 出 05(5) 
是 M" 的 闭 子 集 。 

用 1(S) 表示 M* 中 $5 的 所 有 奇 点 集 的 内 部 。 下 列 简 单 的 命 
题 会 是 有 趣味 的 . 

命题 6.1 5 的 奇 点 不 在 人 S)UO2&CS) 中 当 且 仅 当 和 是 
双 曲 的 ， 

命题 6.2 3 的 周期 轨道 是 双 曲 的 妆 且 仅 当 PInO5C3S) 一 0。 

更 一 般 地 ,考虑 M" 的 在 由 (一 co 和 :< o) 下 不 变 的 闭 子 
集 4, 我 们 称 8 在 4 上 满足 线性 横 截 性 条 件 , 如 果 对 每 个 Ye 4, 每 
个 asE 哪 ,是 和 

中 mio3SC%)》 +t try 
其 中 4,.E (一 ,0)， ww- 和 w+ EE 多 ,使 
limllo.Ca-)l 一 0， im je 人 ws 让 一 0， 


而 且 , 若 4 二 M”"， 我 们 就 称 3 满足 线性 横 截 性 条 件 ， 

定理 6.3 Se .有 8 在 于" 中 do 一 co < 一 oo) 下 不 变 的 闭 
子 集 4 上 满足 线性 横 截 性 条 件 当 且 仅 当 

ANCI(S)U OKS)) 一 0。 

线性 横 截 性 条 件 的 概念 在 [21] 中 曾 以 “ 强 横 截 性 "的 名 称 提 
出 , 它 是 Robbin《 见 [22, 第 471 页 ]) 最 初 为 微分 同 胚 生成 的 离散 动 
力 系 统 而 引进 的 一 相应 概念 的 推广 .在 [22, 第 471 页 ] 中 曾 对 MM" 上 
公理 4 微分 同 是 指出 线性 横 截 性 和 强 横 截 性 《在 Smale 意义 下 ， 
它 是 指 稳定 和 不 稳定 流 形 总 横 截 相交 ) 二 者 是 等 价 的 条 件 ， 我 们 
曾 在 [21,$1] 一 脚注 中 指出 ,对 于 常 微 系 统 的 类 似 提 法 也 成 立 ， 在 
[21,$3] 中 我 们 叙述 了 下 面 的 

定理 6.4 若 3 满足 线性 横 截 性 条 件 ， 则 它 也 满足 公理 A。 

这 定理 在 由 M* 上 微分 同 胚 生成 的 离 获 动力 系 情 形 ，Maiecs) 
也 普 得 到 过 。 另 一 方面 , 仍 更 一 般 的 定理 是 下 面 的 定理 6.5， 其 证 
明 在 [241 和 [25] 中 完成 ， 对 于 M" 中 在 $8 一 0 < < 导 co) 下 不 
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变 的 闭 子 集 4, 记 294 为 由 | 人 一 oo < 上 < oo) 的 非 游 沙 华 , 简 记 
间 为 8 的 记 有 奇 点 及 所 有 周期 轨道 上 点 的 集合 . 
定理 6.5 荐 § 在 M" 中 一 个 $.《 一 02 < 之! 二 %) 下 不 变 的 
闭 子 集 A 上 涨 足 线性 楼 截 性 条 件 ， 则 3 在 ,上 有 双 曲 结构 ， 且 
上 ,的 每 一 点 为 全 的 闭 包 点 。 
使 ANCAKHS)UO2&CS)) 一 0 的 M* 中 闭 不 变 子 集 4 有 许多 
有 趣 的 性 质 ,我 们 兽 在 [21] 中 提出 并 在 [24] 中 作出 详细 证 明 , 其 中 
下 面 的 定理 6.6 是 基本 的 ， 我 们 用 记号 
E-_ 一 {fe 儿 | 吉 | (Vw)ds <0 及 
im | & (sm)) ds > 0), 
FE, 一 bE 儿 | im 人 (而 so)dr 盖 0 及 
还 站 SV))d < 中 ， 
五 ， 一 {ue 2 | 还 人 (DBC) ds 0 及 
Ea | a(%s()) ds < o). 
定理 6.6 设 4 为 M" 中 一 在 P( 一 0 二 1 之 %9) 下 不 变 的 
闭 子 集合 得 : 
, AN OBbCS) = 0, 
则 下 列 《i) 一 (iv) 或 立 : 
GQ) 子 集 x(4) 一 {we 咏 1y6 客 .上 且 xxe4y 是 下 三 个 互 不 
相交 的 子 集 之 并 ， 
x_(A) 一 rd4) 门 下-，r-(4) = x(A)NE,, 
mol A) en” x CA)NMN Eo, 
其 中 每 一 个 都 在 这 (一 co < 上 < 志 co)》 下 不 变 ; 
(ii) x《A) 和 #4(4) 在 x《4) 中 为 闭 ; 而 ro(4)》 在 zt 人 
Hi 为 开 : 
(iii): 存在 r(4) 的 一 闭 子 集 x*《 人 ,形成 xo(4A) 的 一 个 截 
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面 ; 即 Cr, 1 ) ,Cn) 对 (Cr, us)€ 《一 co， 00) xX x*CA) 给 出 
《一 00,20) Xx*(A) 到 zo(4) 上 的 拓扑 映射 ， 

(iy) 存在 常数 m4: 二 0 和 ds 之 0 使 得 

Re m4T 对 所 有 we x_(4) 和 了 大， 

| En) dr <| | 

" 【一 mT 对 所 有 xe rsx(4) 和 TT 所 一 4， 
i m4T 对 所 有 we x*(A),， 5 守 0 和 TT di， 
| ogre 
5 一 m4 了 对 所 有 we x*(A),S 所 0 和 TT 所 一 d. 


$ 7. 简单 与 非 简 单 极 小 妓 变 集 


鉴于 我 们 上 面 的 讨论 ,可 以 说 , 条 件 1(5)U O05《S) 一 0 实质 
土 不 是 别 的 ， 只 是 对 公理 入 加 上 强 禄 截 狂 作 交 替 的 撒 述 ， 因 而 前 
者 并 不 象 忆 前 所 期 望 的 那 祥 引起 更 多 的 兴味 。 但 是 我 们 能 够 辩论 
说 ， 使 用 阻碍 集 的 好 处 在 于 使 我 们 能 考虑 如 同 [26] 中 定义 的 所 谓 
极 小 野 变 集 ， 而 如 果 只 利用 公理 A 和 强 横 截 性 条 件 就 显然 不 能 做 
这 同样 的 事情 . 

对 "的 子 集 4 称 为 3 的 岐 变 集 ,如 果 它 是 M" 中 在 4 一 oo 二 
i < co) 下 不 变 的 闭 集 , 且 4nO5S) 关 0。 歧 变 集 称 为 极 小 的 ， 
如 果 它 不 合 真 歧 变 集 . 

通过 运用 Brouwer 简约 定理 , $ 的 每 个 层 变 集 至 少 含 一 极 小 
歧 变 集 , 这 一 点 是 清楚 的 。 由 $6 中 的 定理 ， 若 4 是 3 的 极 小 歧 变 
集 , 则 4 的 每 个 非 空 真 闭 不 变 子 集 全 一 非 空 双 则 闭 不 变 于 集 , 这 一 
点 也 是 明显 的 . | 

5 的 极 小 歧 变 集 4 称 为 是 简单 的 ,如 果 或 者 (1)4 不 含 8 的 党 
点 ;或 者 (2)AN ObC$) 至 少 包含 5 的 一 个 常 点 4 使 得 轨道 P, = 
{ga)lie《 一 00 ,00)} 的 o 极限 集 和 ww 极限 集 都 是 A 的 真子 集 . 
不 然 的 话 , 极 小 歧 变 集 上 就 称 为 非 简单 的 ， 

因此 :; 若 4 为 3 的 满足 41) 的 简单 航 小 野 变 集 , 则 4 下 一 个 奇 
点 组 成 ， 它 是 的 一 个 非 双 虎 奇 点 。 若 4 为 的 非 简单 极 小 歧 变 
集 , 则 非 空 集 4 站 05(CS) 不 含 的 奇 点 , 且 AN OS) 的 每 个 点 
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是 正 向 或 负 向 Poisson 稳定 的 。 * 
简单 极 小 歧 变 集 的 结构 正如 [26，$3] 中 的 -- 个 定理 所 指出 
的 : 在 相 空间 中 它 有 一 个 颇 为 良好 的 图 象 , 即 
定理 7.1 设 4 为 8 的 一 篇 单 极 小 续 变 集 。 则 4 由 一 个 奇 点 
a 组 成 当 且 仅 当 4a 是 $ 的 一 个 非 双 曲 奇 点 E 4. 设 4 食 多 于 一 点 . 
则 存在 具有 下 列 性 质 〈i 一 4y) 的 常 点 a€ 4 人 OO 久 3): 
(i) 在 轨道 P, 一 17)1rEc( 一 cosco)} 的 极限 集 T。 及 
P 的 a 极限 集 T。 上 Ss 有 双 曲 结构 ; 
{ii) 4 一 P, UT, UT,, (TUT)NOBS) — 0, 而 AN ObCS) 
包含 在 有 限 轨 弧 CP, 中 ; 
Ciii) dim(D_(a) + Di(a)) 二 4 一 1, 进而 
dim ((@D_(o NBD (a))) 之 1， 
其 中 国 K 一 Nvex( 鸭 w) 对 KC ,; 
《iy) T。 或 者 由 5 的 一 个 奇 点 组 成 , 或 者 刀 对 ， 在 后 一 种 情 
形 , 存 在 4 <0 和 4d > 0 使 得 | 
oO lb) lexplpr) 对 we D(a), 
:之 0 和 1 宇 d， 
IoC) | 2 lst) lexp(— ps) 对 we BD_(a), (0 
和 : 完 d， 
而 且 ， dim D_(x) ~ dim D_(o) 对 xET,; 
(vy) TI 或 者 由 3 的 一 个 奇 点 组 成 ,或 者 CM 在 后 一 种 情 
形 , 存 在 w 二 0 和 4 >0 使 得 
los) SE su) lexpl—g 7) 对 we Dila), sO0 和 和 
1 一 d， 
8rd)! pC explp't)N 6 BDi(a), sO 
和 /所 一 d', 
而 且 、dim D_(Cx) 一 dim(®@DI(Ca)) 对 x ET,. 
作为 本 定理 和 Kupka-Smale 定理 ( 见 [19, 第 304 页 ]) 的 一 个 
简易 应 用 ,5 的 一 个 适当 小 的 C! 扰动 表明 , 若 5 是 结构 稳定 的 , 则 
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不 能 有 5 的 简单 极 小 歧 变 集 . 

我 们 没有 理由 指望 每 个 非 简 单 极 小 层 变 集 在 祖 空间 中 一 般 还 
具有 较为 简单 的 结构 ， 但 是 ,在 [26, §5] 中 证 得 的 下 述 定 理 7.2 揭 
示 出 某 种 意义 ， 

对 XE 有 的 任 一 轨道 CO， 我 们 记 lndx(Q8) 为 多,，aE 台 
的 线性 子 空间 

{se @ ,|im lox, C1 — 0o} 
的 维 数 ， 其 中 Dx 一 dg$xe， 而 由 rr 为 出 匡 诱 导 的 M* 上 的 单 参 
数 变 换 群 ， 显 然 ，Indx8 的 确定 与 点 ee 8 的 选取 无 关 ， 

对 于 对 " 中 一 个 在 dj 一 co 过: 一 o) 下 不 变 的 ,并 且 在 其 

上 $S$ 有 双 曲 结构 的 连通 闭 子 集 4, 我 们 记 

Inds A 一 Inds 0， 
其 中 8 是 3s 的 食 于 4 中 的 一 条 轨道 ,通过 通常 的 论证 ,IndsA 的 定 
义 与 4 中 轨 道 如 的 选取 无 关 。 

设 5€ 家 所 见 $5),S 的 一 个 具有 整数 pt 《0,n 一 1) 的 基本 
?序列 是 指 序列 {X;,P} ,这 里 对 每 个 i, X; 为 一 常 微 系统 & .用 +， 
HP; 为 Xs; 的 一 个 局 期 轨道 使 得 

lim [IX; 一 Sh 一 0 及 IndriP 一 p. 

定理 7.2 设 Se 如 * 且 A4 为 S$ 的 一 个 非 简单 极 小 歧 变 集 . 
假定 A 不 含 5 的 奇 点 ， 则 

(1) 对 某 个 整数 pe 《0,n 一 1》, 存在 S$ 的 一 基本 了 序列 {X，;， 
P} 使 得 周期 轨 列 {PB;} 收敛 于 4， 

《ii) 对 任意 这 样 的 加 4 包含 一 个 在 $, (一 2 过 1 之 00) 下 
不 变 的 双 曲 非 空 连通 闭 子 集 天 使 得 

Inds K 关 p, 
从 而 M" 中 4 的 任意 给 定 的 邻 域 包含 5 的 一 周期 轨 P 使 
Pp < Inds P= Ind:s 天 。 
在 [26,$51 中 还 明确 地 给 出 Inds 天 大 于 或 小 于 ? 的 条 件 。 
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5 8. 2 稳定 性 和 结构 稳定 性 


当今 动力 系统 理论 中 的 一 个 重要 问题 是 寻求 Q 稳 定 和 结构 稳 
定常 微 系统 & 铝 == 入 《(M") 的 特征 . 下面 的 猜想 (最 初 由 Smale 
对 于 微分 向 旺 生 成 的 集散 动力 学 提出 ) 已 经 有 许多 年 了 , 郧 

猜想 1 Se SGCM") 为 8 稳定 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 是 s 
满 丘 公理 A 和 无 环 性 条 件 。 

猜想 IIL se 和 2 (M*) 为 结构 稳定 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 是 
3 满足 公理 A 及 强 横 截 性 条 件 . 

按 Peixoto 早期 的 工作 钙 , 这 里 的 两 个 猜想 对 于 dim M* 一 2 
是 对 的 。 这 两 个 猜想 中 的 充分 性 部 分 也 曾 由 Smalere) ,Robbinr22， 
Pugh-shbhubP” 和 Robinsont 证 得 (证 明 先 是 对 微分 周 胚 ,而 后 是 
对 常 微 系统 ). 但 dim M" > 3 时 的 必要 性 部 分 奶 未 解决， 直到 最 
近 几 年 才 得 到 一 些 部 分 结果 ，. 

我 们 对 于 这 些 问题 的 处 理 办 法 主要 是 运用 阻碍 集 和 极 小 歧 变 
集 。 例 如 ,从 我 们 在 $6 中 的 讨论 看 出 , 猪 想 I 等 价 于 下 面 的 

猜想 II Se 有 7(M*) 为 结 二 松 稳 定 的 必要 且 充 分 条 件 是 

I(S)U 065(s) 一 0， 
因而 : 若 (3)UO6b(S》 非 空 , 则 在 1(S) 一 0 情形 下 我 们 可 以 得 
到 5 的 一 个 极 小 玻 变 集 ( 当 5 的 奇 点 都 是 双 曲 的 时 候 ,这 种 情形 总 
会 发 生 )。 为 看 出 在 情形 1(3) 一 0 下 ,5 在 其 非 游荡 集 2(3) 上 
是 否 有 双 曲 结构 ， 我 们 试 取 同样 的 方式 , 即 先 假定 24S)n 
OQb(S) 送 0， 鲁 后 考虑 一 极 小 破 变 集 己 4《5) 或 类 似 于 此 的 某 个 
手续 ， 

我 们 也 来 考虑 由 微分 同 落 生成 的 离散 动力 系统 . 

定理 8.1 设 fe Diff《M:)， 则 f 为 0 稳定 的 一 个 必要 条 件 
是 了 满足 公理 A 和 无 环 性 条 年 ， 而 f 为 结构 稳定 的 一 个 必要 条 件 
是 了 满足 公理 A 和 强 横 截 性 条 件 。 

定理 8.2 为 使 fe DifIK M') 是 8 稳定 的 一 个 必要 旦 充分 的 
闷 件 是 fe .了 (MM')。 
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这 里 ,我 们 用 记号 六 *(M"》 表示 所 有 这 样 的 ge DiitaCM") 
的 集合 : 存在 g 的 一 个 邻 域 号 使 任 一 he FH 的 所 有 周期 点 都 是 邓 
曲 的 、 

上 两 个 定理 曾 在 [19] 中 证 得 ， 最 近 又 在 [17 ] 中 证 得 . 此 外 ， 
Sanonamil 也 普 得 到 过 定理 8.1 

运用 上 面 两 个 定理 及 Plykin[32]，Maiiet7 和 张 筑 生 中 曾 得 
到 的 下 面 关 于 二 维 球面 3 的 定理 , 即 

存在 周期 源 点 或 汇 点 是 fe Diff!(3?7 的 一 个 通 有 竹 质 。 

这 回答 了 Smale 和 别人 (例如 , 见 [34]) 提 出 的 一 个 问题 . 

用 85) 表 示 Se 织 "(M") 的 所 有 常 非 游 荡 点 集 , 且 用 PR(S) 
表示 8 的 听 有 奇 点 和 所 有 周期 轨道 上 点 的 集合 。 还 用 per《j7) 表 
示 fe DifpCM*) 的 所 有 周期 点 集 。 

Maiié'7 主要 是 利用 微分 同 胚 的 一 个 遍历 封闭 性 引 理 ( 见 [17， 
定理 A]) 证 得 上 面 两 个 定理 ,而 我 们 对 于 这 些 定理 的 汪 明 实 际 上 
是 凡 短 与 姐 得 集 加 上 上 所谓" 篇 滤 ” 引 理 ( 见 119,§5]) 相关 似 的 某 种 
手续 ,并 通过 人 先 证 明 下 面 的 定理 ,然后 运用 通常 的 把 微分 疝 胚 扭 扩 
成 常 徽 系 绕 的 技巧 来 作出 的 ， 

定理 8.3 假设 Se .22r#(M9， 又 设 gu(S) 在 M: 中 为 团 , 且 
PR(S) 在 9(3) 中 稠密 ， 则 3 在 2(8S) 上 有 双 曲 结构 . 

由 效 知 的 论证 ，PR(S) 在 8(5) 中 稠密 ,内 要 5 为 9 稳定 ,这 
样 我 们 就 容易 从 定理 8.3 每 到 定理 8.1. 设 jt WAM")。 用 上 
C'! 封闭 性 引 理 4， 容易 看 出 per( 访 在 f 的 非 游 荡 集 020Cf) 中 
稠密 ， 于 是 因 了 在 扭 扩 流 形 M?+! 上 的 扭 扩 常 微 系统 8 是 在 
人 委 MF1) 中 ， 故 PRC51) 也 在 8(5y) 中 稠密 ， 因 而 我 们 还 可 
以 容易 地 从 定理 8.3 得 到 定理 8.2。 定 理 8.2 可 推广 到 3 维 常 微 系 
统 如 下 。 

定理 8.4 若 5€ 刻 (CM;) 无 奇 点 ， 则 8 为 上 稳定 的 当 且 仅 
当 56 .2R*(M), : 

很 难看 出 在 {171 或 [18] 中 定理 8.2 最 初 证 明 的 方法 能 被 用 来 
证 明定 理 8.4， 一 个 本 质 的 区 别 在 于 : 对 ft .多 *(M")，per(1) 
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在 0() 中 总 是 物 密 的 ， 但 对 任 一 SE .7*(M"X( 及 一 般 的 #7), 我 
们 到 现在 还 不 知道 类 似 的 结果 是 否 成 立 . 因而 定理 8.4 在 [26,$6] 
中 通过 运用 极 小 歧 变 集 证 得 ,我 们 已 在 [26;86] 中 强调 过 这 种 注解 
了 。 

我 们 曾 在 [26，361] 中 似 同 样 的 精神 就 别 的 事情 证 明了 下 面 的 
定理 8.5， 其 中 敢 **(M") 表示 所 有 具有 下 列 狂 质 的 Xe .2 
《M") 组 成 的 集合 :存在 六 在 . 绍 *《M") 中 的 一 C! 领域 闵 及 MM" 
的 互 不 相交 的 开 子 集 G， 友 bo， 下 了 克 。， 使 得 任 一 了 6 3 移 - 
的 所 有 童 点 都 在 G 中 , 且 任 一 Ye %” 具有 lndyP 一 和 的 所 有 周 
期 轨道 忆 都 包含 在 到 4 中 《二 12， 一 1)。 

定理 85 为 使 Se RT(M') 满足 公理 A 和 无 环 条 件 ， 必 要 
且 充 分 条 件 是 St 多 **(M"), 

对 于 ft DiffKM") 和 *e per《f)， 我 们 用 lndr(x) 表示 线 
性 空间 {wn€ 当 :|limjomildfiw)| 一 0} 的 维 数 , 而 用 4 及 表示 
M" 届满 足下 面 性 质 的 所 有 点 x 组 成 的 子 集 : ”存在 M* 中 收敛 于 
zx 的 序列 {x;} 使 得 x;€ per() 及 Indi (zi 一 也 丰 一 1 2 
#)。 显 然 , 每 个 At 有 在 M* 中 为 闭 。 

对 于 SE . 孚 -CNM")， 我 们 还 用 MAS) 表示 3 的 奇 点 集 , 而 用 
Pt(3)》 表示 满足 下 面 人 性 质 的 所 有 点 * 组 成 的 M* 的 子 集 : 存在 收 
化 于 * 的 M* 中 序列 {x;}，。 这 里 对 每 个 i，xi€ 一 周期 轨道 Pi 使 
tnds CP) 一 (LK 一 0,，!，-…, 5 一 1)， 显然 MIXS)》 和 所 有 
riC3》 都 是 M? 的 闭 子 集 . 

Maiié 新 近 利 用 他 的 遍历 封闭 性 引 理 对 微分 同 且 证 得 下 面 美 
好 的 定理 ( 即 [17] 中 的 定理 8) 如 下 : 

为 使 fe DifftKaM") 满足 公理 上 和 无 环 人 性 ， 必 要 和 充分 条 件 
是 fe SF*CM") 且 ADNAND 一 0 对 所 有 0<1 < 天) < 魏 #， 

Maiié 提出 关于 类 似 的 结果 对 于 常 微 系统 是 否 成 立 的 问题 ; 即 
如 他 在 117 ,第 508 页 1 中 所 说 的 : 

“……' 因 而 ,定理 B 对 于 流 说 来 是 否 成 立 仍 有 待考 虑 。 但 在 我 
们 将 对 微分 同 凸 采用 的 方法 中 ,紧要 的 一 步 是 je 8 *(M*) 区 涵 
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o(hP 一 per(f)》 这 件 事 实 。 我们 不 知道 这 个 性 质 对 于 流 是 否 正 
确 。 所 以 定理 B 对 于 流 的 推广 似乎 是 需要 对 微分 同上 胚 所 采用 的 技 
巧 作 不 平凡 的 改进 .” 

这 就 是 说 ， 我 们 需要 更 多 的 东西 来 对 常 微 系统 Se 绝 (M") 
建立 类 似 的 结果 , 因 PRC(S) 可 以 不 在 8(5) 中 稠密 ,而 这 正 相 当 
于 我 们 在 上 面 就 定理 8.4 的 证 明 及 定理 8.5 的 证 明 所 作 的 注解 ,在 
那里 我 们 利用 了 极 小 歧 变 集 的 一 些 人 性 质 。 

[17] 中 的 定理 B 和 这 里 的 定理 8.5 可 看 成 是 分 别 部 分 地 回答 
了 关于 微分 同 胚 和 常 微 系统 的 8 稳定 性 的 猜想 I， 虽然 我 们 现在 
还 不 知道 后 一 个 定理 是 否 能 看 作 前 者 的 令 人 满意 的 扩 广 。 指 出 如 
下 这 一 点 也 是 有 兴味 的 ， 即 前 一 个 定理 不 引用 遍历 封闭 人 性 引 理 也 
可 得 到 。 

事实 上 , 设 .如 8(M") 为 所 有 具有 下 列 性 质 的 Xe .名 *(M") 
组 成 的 集合 : 存在 基 在 . 孚 MD 中 的 6 邻 域 使 得 对 任意 映 
射 9:《0,12 一 2 对 于 好 (MM") 的 C! 模 连续 , 见 $1) 和 90) 的 任 
一 周期 软 P, 存 在 P 的 形 蛮 五 : (40,1》X P -> M* 使 得 对 每 个 se 
《0，1>， H 把 (s) xP 映 到 oCs) 的 一 周期 轨道 上 .， 简 而 言 之 ， 我 
们 可 议 说 P 通过 98 形变 到 局 期 轨道 。 对 于 Se 绝 (M"), 设 MD 
和 FS) 仍 如 上 给 出 。 那 么 ,因为 fe FF*(M") 的 扭 扩 常 第 系 
统 8% 如 上 所 指出 的 那样 是 在 多 *CM7+!) 中 ,并 且 我 们 还 容易 看 
出 5§; 实际 上 是 在 如 SCMF+)) 中 ,所 以 [17, 定理 B] 易 从 下 面 的 断 
语 推 得 : 

设 SE 经 (M*)。 为 使 8 满足 公理 A 和 无 环 性 ,必要 且 充 分 
条 件 是 MOC5),T,CS)，TICS),……，T。_C3》 为 M* 中 互 不 相交 的 
子 集 , 

这 个 断 语 可 由 定理 8.5 通过 运用 极 小 歧 变 集 等 得 到 ， 而 不 必 
引用 遍历 封闭 性 引 理 。 


参考 文献 
[1] 诸 山 洲 ， 紧 致 微分 流 形 上 常 微 分 方程 系统 的 菜 类 渚 杰 备 经 性 质 ， 北 京 大 学 学 报 


。349 。 


[2] 


[3] 
[41 
[5] 
16] 


[7] 
[8] 


[91 
E10] 
bj 
{12] 
[13] 
E14] 


115] 
[16] 


L17] 
[i8] 


[| 
[20] 


{21] 
L22] 
[23] 


[24] 


(自然 科学 ),C3),9L1963),241 一 265;309 一 326《 即 本 书 第 一 章 》. 

Oseledec, V.l., A multiplicative ergodic :heorem, Lypunov character- 
istic numbers for dynamical systems, Trudy Moskov, Mar. Obsc.,, 19 
C1968), 179--210. 

Ruelle, D., Differentiable dynamical systems and the problem of rur- 
bulence, Bull, Amer. Mash. Soc., 5 {1981), 29— 42. 

座 册 海 ; 典 洗 方 程 组 ;数学 学 报 ;17C1974);100 一 109:175 一 196;270 一 295( 即 本 
书 第 二 章 ), 

康 山 涛 ; 常 第 分 方程 系统 所 导出 的 在 切 从 上 的 单 参 数 变换 群 的 诸 态 备 经 性 质 对 
相 空 间 结 构 的 探讨 的 应 用 1， 北京 大 学 学 报 ( 自 然 科学 >12X1966),1 一 43. 
Nitecki, Z.. Differentiable Dynamics, M, I. T. Press, Cambridge, 
1971. 

[rwin, M., Smooth Dynamical Systems, London, Academic, 1980. 
Pugh, C., An impraved closing lemma and a general density lheorem, 
Amer. J-. Muarh., BI C1967), 1010—1021. 

启 山 海 , 一 个 推广 的 C! 封闭 引 理 北京 大 学 学 报 (自然 科学 )，(3),(1979),1 一 
41., 

Smale, S$.,Difierentiable dynamical systems, Buli. Amer. Math. Soc., 
73 (1967). 747—817, 

Anosov, D, VYV., Gecdesic Flows on closed Riemannian manifolds of 
negative curvature, Proc. Srekiov Marh, Insr.,90 (1967). 

Moser, J.. On a theorem of Anosov, J. Difl, Eqnws., 5 (1969), 411 
—-440. 

Robinson, C,, Stability theorems and hyperbolicity im dynamical syst- 
cms, Rocky Mountain J. Math., 7 {1977), 425— 437. 

Kato K, and Morimoto. A.,Topological stability of Anosav flows and 
their centralizers, Topology, 12 {1973), 255—273. 

财 山 涛 ， 某 关 常 次 系统 光一 个 基本 性 质数 学 学 报 322X1979)316--343， 
MaRé, R., Expaneive difleomorphisms, Dynamical Systems- Warwick 
1974 Lecture Notes jn Math., 468. Springer-Verlag, 1975, 162—174. 
Maié, R,. An ergadic closing lemma, Asnals of Math. (16 (1982), 
503—540, 

Guckenheimer, J,, A strange, Strange attractor, The Hopf Bifureation 
Theorem and lts Applications, Springer-Verlag,1976. 368—381. 

万 山 许 ,关于 克 定 狂 推测 ,数学 年 入 >101980),9 一 30 ( 妓 本 节 第 五 童 小 

Pliss, V. A., Qn a conjecture of Smale, Diff. Uravnenife, 8(C1972), 
268 一 282， 

语 山 洗 。 阻 碍 集 与 盟 匀 断 条 件 ,数学 学 报 ，19(1976)，203 一 209【〔 即 本 书 第 三 
葛 ), 

Robbin, J.A structural stability theorem, Annals of Matk,, 94C1971), 
447 一 -493- 

Mafié. R., Characterizations of AS diffeomorphisms. Geometry and 
Topology. Lecture Notes in Math.,5%7,Springer-Verlag.1977,389—394. 
时 出 诅 ? 阻 碍 集 (1) 数学 学 报 ,2 式 1980),411 一 钙 引 有 阳 本 书 第 四 总 》。 


350. 


25] 
[26] 
[271 
[28] 
[29] 


i30] 


131] 


L323 


[33] 


[34] 


麻山 主 ， 一 个 关于 局 期 轨道 存在 的 定理 ， 北京 大 学 学 报 自然 科学 )},(1)， 
(C1979), 【一 20. 

彤 目 涛 ? 阻 三 集 ，〈I) ?北京 大 学 学 报 ( 贞 然 科 学 ?9(2)(1%81) 和 1 一 3 氏 即 太 节 第 
六 章 )， 

Peixoto, M., Structural stability on rwo-dimensional manifolds、7o- 
pology, 1 (1962), 101— 120. 

Smale, $., The OQ-stability theorem, Proc¢, Symp. Pure Math., Amer. 
Math, Soc., 14, 1970, 289—297. 

Pugh, ©C. and Shub, M., The 0-scability theorems for flows, inven- 
ripnes Marth., 11C1970), 150—158. 

Robbinson, C,, Siructural srability of Cr flows, Dynamical Systeins- 
Warwick 1974, Lecture Notes in Math,, 468, Springer-Verlag, 1975, 
262—277. 

Sannami, A.,The stability theorems for discrete dynamical systems on 
two-dimensional manifolds, Nagoya Marh. J.90(1983), 【Announcein- 
ent and summary, Pror. Japarn Acad, Ser. A Morh. Sci,, 57C1981),403 
—407.) 

Plykin, R, V,, Sources and sinks of A-diffeomorphisms of surfaces, 
Mai. Sb,, 136, 94 (1974), 243—-264. 

张 镇 生 ， 入 generic property for diffeomorphisms on the 2-.sphere, 
Chinese Annals of Moarh,., 4B (1983), 105—107. 

Smale, S$., Prioblems of Present day Mathematics (XYII), Mathemati- 
cal developments from Hiliberr problems, Proc. Symp. Pure Math., 
Amer. Matih,. Soc,, 28, 1976. 


® 35I* 


第 八 章 ”关于 结构 稳定 的 特征 性 质 


St 引 官 


在 微分 动力 体系 理论 中 ,寻找 # 维 紧 致 光滑 流 形 M"(x 之 2) 
上 结构 稳定 的 微分 同 胚 的 特征 福 质 是 长 时 期 以 来 的 一 个 基本 问 
题 。 我 们 说 je Pifh(M") 是 结构 稳定 的 ,车 有 一 在 Diff(M"》 
中 的 邻 域 了 使 得 每 一 &《 下 都 与 于 拓扑 同 扳 多 年 前 [1] 中 推测 
过 ，1€ Diff《 M*) 结构 稳定 的 一 个 充 要 条 件 是 满足 公理 A 及 
强 柄 截 条 件 。 稍 迟 ， 这 推测 的 充分 性 在 [2,3] 中 得 证 。 可 是 ， 
必要 性 部 分 尚 竺 解决 ,只 有 近 时 在 [4 一 6] 中 ,在 dm 对 "一 2 的 
情况 下 有 过 证 明 . 

我 们 说 feE DiffCM”) 是 一 个 Kupka-Smale 微分 同 是 ,如 果 
f 的 每 个 局 期 点 都 是 双 昌 的 ， 且 这 些 周期 点 的 稳定 流 形 与 非 稳定 
流 形 都 横 截 相交 。 

本 章 提出 下 述 当 dim 对 "一 3 时 的 一 个 特征 性 定理 ,并 在 $3 
和 $4 中 给 出 证 明 它 的 线索 。 

定理 1.1 一 个 使 fe DitP(M3) 结构 稳定 的 充 变 条 件 是 了 在 
DiffM《 5) 中 有 一 邻 域 W 使 得 每 一 # € W 痢 是 Kupka-Smale 微分 
同 凸 ， 

附带 地 ,我 们 也 验证 了 , 当 dim M” 一 3 时 的 上 述 推测 , 

我 们 指出 ,定理 1.1 对 于 fe Difft M*) 仍然 成 立 。 可 是 ,这 
容易 从 一 些 以 前 已 有 的 (包括 [4，51 在 内 的 ) 结 果 推 出 。 较 多 的 细 
节 见 下 面 $4。 


$《 2 预备、 阻碍 集 与 极 小 歧 变 集 


我 们 打算 在 略 有 限制 的 情况 下 先 建立 一 个 与 上 述 定 理想 类 似 
的 ， 有 关 向 量 场 的 结果 。 然 后 通常 的 手 扩 办 法 即 可 导出 上 述 定 


“ 3 了 52 ， 


理 ， 

记 .CCM*) 为 M 上 所 有 的 C0! 切 向 量 场 ( 即 常 微 系统 }X 作 成 
的 线性 空间 ， 就 M"” 上 一 任 给 定 的 C” Riemann 度量 赋 他 M") 
以 避 模 Xl 后 ， 避 -CM") 即 成 为 一 Banach 空间 。 命 


~ LY, 
Ft" 


为 M" 的 切 空间 从 ,其 中 安 , 表 于 "在 xz 处 的 切 空 间 。 
考虑 一 任 给 的 Se 品 《M").《 导出 一 C! 单 参 变 换 群 $,: 
M "一 M" 一 00 < < oo)， 由 是 导出 一 单 参 变换 群 
中 一 bb 一 Gt 00, 
记 对 为 3 所 有 常 点 作成 的 集合 ,并 考虑 5 的 共 轿 从 
2 一 U 儿 ,， 
这 从 六 机 为 诬 空 间 , 在 * 处 的 纤维 为 多， 一 {ve 多,|1(S(x),#) 一 
0}, 对 we 2 取 pn) 为 B(xw) 在 VD tn 上 的 垂直 投影 , 即 
给 出 一 单 参 变换 群 
biD DL %, 
由 把 锣 , 线 性 变换 至 急 ss; 上 ， 
我 们 尚 需 另 外 一 个 变换 群 
亚 ,: < — DB,—0TL1 0, 
它 是 这 样 来 定义 使 得 (wn) 一 (nD)e p(n) 且 斑 (1) 与 内 ( 国 
4) 正 交 ,这 里 
图 r {lv€ DH, py) 一 0} 对 于 xc0。， 
这 个 变换 群 可 自然 旦 唯一 地 扩充 到 更 在 守 中 的 闭 包 氏 * 上 , 仍 
记 作 
VB DR 00 < oo。 
按照 [8,3] 我 们 定义 5 的 阻碍 集 0&8C(§》 作 为 
O65) 一 {x € M*|3x€ 多 * 间 祈 ， 使 得 
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fi 一 1 一 inf lV)h}, 
tf¢ me) 


按照 [10]，M" 的 一 子 集 4 将 叫 作 $ 的 一 个 歧 变 集 ,如 果 有 4 在 
M" 中 闲 , 存 4 一 oo 一 < oo) 下 不 变 , 且 4 站 0&8C8) < 0. 一 
个 歧 变 集 将 蚜 作 极 小 的 ,如果 它 不 包 合 有 真 歧 迹 子 集 , 用 Brouwer 
约 化 定理 可 看 出 每 一 歧 变 集 都 至 少 包 含 一 个 极 小 野 变 集 . 
3 的 一 极 小 歧 变 集 4 将 础 作 简单 的 ， 如 果 或 《i)4 不 含有 5 
的 常 点 ， 或 (11)4 站 D 氏 3》 至 少 售 有 3$ 的 一 党 点 使 得 轨 线 
{$e)liE《 一 CO ，c0)} 的 wm- 极 限 集合 与 -极限 集合 都 是 4 的 
真子 集 。 否 则 ,这 极 小 岐 变 集 将 叫 作 非 简单 的 , 
极 小 睹 变 集 这 概念 在 我 们 的 工作 中 将 几乎 到 处 出 现 . 
我 们 也 将 用 下 面 的 一 些 记 号 : 对 于 1€《0,00),xEM 及 多 ， 
中 一 个 维 数 > 和 的 子 线性 空间 4, 写 
n_(1,A) 一 Sup ,Log ENG DEE 
nf 4 ) 一 int log ||&.C uy), 


如 何 § 这 情况 一 样 ,每 一 大 6 县 KM) 也 将 导出 好 ”的 切 空间 从 
多 上 一 单 参 变换 群 (将 记 作 》 
Pou: E10, 
显然 gx 一 由 对 于 X 一 5。 若 K 是 M* 中 一 非 空 的 连通 闭 子 
集 , 旦 是 X 的 一 双 曲 不 变 集 ( 例 如 ,天 是 王 的 一 双 曲 局 期 轨道 ?， 我 
们 写 
IndxK == dim{# € ¥ ,: Hm Ix) = 0}, 


其 中 x 天，in dx 的 定义 与 及 中 的 点 * 的 选取 无 关 。 


53. 关键 步骤 
落 虑 襄 《( M") 中 所 有 具有 下 述 性 质 的 作成 的 族 . 冤 *( ")， 
这 人 性 质 是 于 在 绝 《MM") 中 有 一 邻 域 玉 使 得 每 一 Y 《WW 约 所 有 奇 
点 和 周期 轨道 都 是 双 曲 的 。 我 们 曾经 在 111，101 中 对 2 *'M") 
作 过 较 广 泛 的 讨论 (关于 微分 同 环 的 相应 的 讨论 ,可 参考 [5])。 
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设 Se .5 人 Me)。 对 于 一 整数 pE 《0, 一 1?， 由 XE 
有 民 周 及 郊 的 周期 轨道 P; 作 成 的 序列 {X,、P,} 将 叫 作 》 
的 一 基本 户 -序列 , 如果 
limlX;— Sh ~ 0 有 InduPi 一 pi 一 12 3 


定理 3.1 设 5S€ 名 *(M") 且 设 A 是 5 的 一 非 往 单 极 小 战 
变 集 CM。 下 面 《i) 及 (ij) 成 立 。 

(i) 存在 5 的 一 基本 p- 序 列 {X;，P,}， 其 中 了 不同 于 0 和 
”一 1， 使 得 周期 轨道 序列 {Pi} 收 敏 到 4。 由 是 存在 数 了 >0 
及 工 > 9 使 得 在 每 一 * # 4 处 。 狠 。 可 唯一 地 分 解 成 直 和 

5 一 AAAz dim 全 (xz) 一 户 
笛 足 

As) 一 人 《giftz)) 太古 (Asfz)) 一 全 (br))， 

i€(—00, co), 

n+ Ct ArCx)) OO— 1A_r)) P21, ELT ,00 ), 

(ii) 如 果 有 5 的 一 基本 -序列 {Xi;， 了 i} 以 及 了 满足 
(i) 中 要 求 , 且 如 果 

mt Artz)) 庄 日 对 所 有 《1,， x)&《T, occ) x 4， 则 存在 数 
$ 之 0 及 4d 之 0 及 点 cx€ 4 以 及 负 整 数 

mm pa 
使 得 对 于 点 ci 一 $mysle*) 我 们 有 


m— 1 


1 SY sa,A(pile))) & —E, 


md SC! 
mo ,2.1 = 132.3 
且 使 得 3 过 cs 的 轨 线 的 wo- 和 破 良 售 合 上 是 3 的 一 双 曲 不 变焦 具有 
0 一 Indsy < p。 
这 里 ,(i) 的 一 部 分 是 [10] 中 一 些 结果 的 重 述 。 从 一 些 与 
[10,$6] 相 类 似 的 论据 可 看 出 p * 0,# 一 1。 明显 地 , 工 是 4 中 非 
空 的 连通 闭 子 集 。 


S355. 


《ii) 是 新 的 , 且 是 证 明 上 述 定理 1.1 这 类 定理 的 关键 步 又 .对 
于 所 给 的 非 简单 极 小 靶 变 集 作 较 细致 的 分 析 并 应 用 如 同 512] 中 所 
述 的 定理 可 导 至 定理 3.1 的 证 明 。 

现在 , 记 多 轩 MM") 为 所 有 具有 下 述 性 质 的 XX《 绝 *(M") 
作成 的 族 .， 这 性 质 是 X 在 . 乳 失 于") 中 有 一 邻 域 已 ， 使 得 如 果 
Q1 及 是 Ye 也 的 奇 点 或 周期 轨道 ， 则 就 了 来 帝 ， 的 稳定 流 
形 与 9; 的 非 稳定 流 形 总 横 截 根 交 。 简单 地 说 ,每 一 Y“ 上 都 是 一 
Kupka-Smale 系统 。 

定理 3.2 设 St 名 信 M") 且 设 4 是 3 的 一 非 简 单 极 小 歧 
变 集 CM。， 则 5 不 能 有 基本 p- 序 列 {X,,Pi} 使 得 定理 3.1 的 结 
论 《ii) 成 立 。 

定理 3.3 如 果 Se 绝 - 六 M*)， 则 $$ 不 能 有 简单 极 小 歧 变 

最 后 的 这 个 定理 可 以 下 述 方式 来 证 。 设 相反 好 有 一 如 此 的 极 
人 小野 变 集 4。， 则 按照 [10,£31 中 一 个 定理 , 4 含有 5 的 一 常 点 * 使 
得 {pc)lrtE《 一 ©，%0)} 的 wo- 极限 集合 与 c- 极 限 集 合 都 是 $ 
的 双 曲 厅 变 舍 , 且 有 we 氏 。 人 一 1， 使 得 

lim Cw) 一 ee 一 ,lim | 玫 必 w#) 川 、 


且 实 际 上 , 当 一 士 吧 时 ，[F:Ca 咱 象 指数 般 增 长 。 由 是 适当 的 
C! 小 扰动 将 破坏 SE 了 MM") 的 Kupka-Smale 特性 . 


$4 应 用 


考 虚 # 二 4 及 5€ 弛 *M') 无 奇 点 这 情况 。 用 定理 3.2 及 
[10,$5;4,33] 中 的 定理 ,我 们 易 导出 

定理 41 设 Se <28CM 无 奇 点 区 3 不 能 有 非 简单 极 小 
歧 变 集 。 

定理 42 设 Se 有 (CNM ) 无 奇 点 . 则 下 面 的 叙述 《〈D 一 (ivy) 
是 等 价 的 : 

(i1) 3 结构 稳定 ; 
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(ii) Se A@ CM'); 

(iii) OUS) 一 0; 

(Civ) 3 满足 公理 A 及 强 横 截 条 件 ， 

这 里 《iy Kiiy 易 从 Kupka-Smale 定理 四 及 结构 稳定 定义 
推出 。(a) >〔〈iiiy 是 上 面 定理 3.3 及 4.1 的 结论 ,因为 否则 ,5 就 
会 有 极 小 歧 变 集 ,Ciii) 心 《iv) 给 在 [9] 及 [12, 第 18 页 ] 中 .(iy) 号 
(i) 给 在 Robipson[13] 中 。 

我 们 指出 ,上 述 定理 对 于 Se 虱 (M3) 仍 成 立 ， 且 可 以 同 法 
得 证 。 可 是 ， 这 样 一 个 三 维 定理 也 易 从 以 前 已 有 的 结果 推出 ， 这 
些 结果 包括 如 下 的 一 个 , 即 [10;$6]: 要 使 无 奇 点 的 SE 多 (M7) 
器 -稳定 的 充 要 条 件 是 Se 慨 MM!), 也 是 $8 满足 公理 和 A 及 无 环 性 
条 件 。 从 Peixoto [14], 定理 4.2 对 于 无 奇 点 的 Se . 字 7(M2) 显 
然 仍 成 立 。 

通过 扭 扩 ,我 们 得 出 类 似 的 

定理 43 对 于 fDiffKM:), 下 面 的 叙述 (1) 一 (iii) 是 等 
价 的 : 

(i) 了 结构 稳定 ; 

(ii) ff 在 Diff《Ms) 中 有 一 邻 域 V 使 得 每 一 8 EV 都 是 
Kupka-Smale 微分 同 苹 ; 

《iii) 了 满足 公理 A 及 强 横 截 条 件 . 

同样 ， 这 定理 对 于 fe DiffiCM:) 仍 成 立 。 但 这 也 容易 从 以 
前 已 有 的 结果 (包括 [4,5] 中 关于 2- 稳定 的 特征 性 质 ) 来 导出 。 
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附 录 
《1989 年 了 月 ) 


(一 ) 

第 二 章 《 看 前 言 ) $1 中 的 大 部 分 叙述 引 自 第 一 章 或 可 从 第 一 
章 直 接 导 出 ;其 余部 分 是 关于 紧 致 的 上 维 C” Riemann 流 形 M” 
上 党 微 系统 5 的 典范 方程 组 (3),(5+》 及 它们 的 性 质 的 .这 些 性 
质 原 见于 文献 11]( 看 本 附录 末 ), 但 第 二 章 引述 这 些 的 目的 只 是 为 
其 中 后 来 所 得 出 的 某 些 结 论 作 对 比 用 的 。 正 如 同 第 二 章 前 言 中 所 
述 ,[1] 中 采用 的 办 法 有 若干 不 便 之 处 ,特别 是 ,不 便于 处 理 8 的 扰 
动 ; 此 外 ， 还 不 得 不 假定 8 是 C: 系统 。 第 二 章 的 一 个 目的 是 要 循 
另 一 种 方式 给 出 典范 方程 组 。 这 样 一 来 , 3 是 C? 系统 这 假定 可 能 
化 成 8 是 C! 的 ,这 出 较 便 于 讨论 $ 的 扰动 ,同时 在 某 种 情况 下 , 原 
来 有 关 3 的 奇 点 的 假定 也 可 取消 。 为 这 目的 ， 一 个 主要 步 又 是 第 
二 章 中 的 定理 2.1。 

(二 ) 

由 微分 动力 系统 研究 的 需要 而 发 展 起 严 的 几何 和 泛 轴 分 析 方 
法 ;从 文献 [2 一 5] 中 可 赛 见 一 般 。 但 微分 动力 系统 这 数学 分 支 就 
其 所 探讨 的 对 象 来 说 ,是 常 微 分 方程 定性 论 的 延伸 。 所 以 ,直接 应 
用 常 微 分 方程 作为 研究 这 分 支 的 工具 将 仍 有 方便 之 处 。 

今 取 欧 氏 空间 Br* 上 关于 向 量 场 的 Grobman-Hartman 定理 
的 证 明 为 例 。 关 于 这 定理 的 泛 函 分 析 式 或 几何 式 的 证 有明, 可 看 [2， 
第 二 章 , $4 和 7]; 还 可 参考 [3, 第 八 章 ], 这 里 不 重 述 ;也 还 有 见于 
[6,$21] 的 方程 方式 证 明 、 显 得 直截了当 。 因 16] 这 份 资 料 目前 已 
难 在 各 个 地 方 找到 ， 故 下 面 转述 这 证 明 以 便 比 较 ; 读者 还 可 参看 
[71. . 
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考虑 E* 上 一 常 系数 线性 方程 组 


和 一 Ca E” 《水 ) 
全 


及 其 氛 动 方程 组 
C+ f(s E", Cy) 
其 中 
tC_ 0 
C 一 分 志方 阵 (0。)》 

C. 及 C+ 分 别 汶 #- 及 #} 阶 方 阵 ， 其 特征 根 实 部 都 分 别 之 0 和 
>0，He)E BEB" 对 = 连续 ， 在 8 上 有 界 且 具有 Lipschitz 常数 
supre gs]jf(Cz7] < 7 < 一 00， 

(x) 一 的 # 六 和 llz 一 zz 对 所 有 的 > 及 xxE5o . 

记 xz(r az) 及 zip #) 分 别 为 (Gx) 及 《xf 的 解 ,2z《0, #w) 一 
Ww 一 2K0,4)、 记 1_-，1+ 为 对 角 式 方 阵 ; 1_ 的 前 w- 个 对 角 线 系 
将 都 是 1， 其 余 的 系数 都 是 零 ; 1+ 的 后 a 个 对 角 线 系数 者 是 1， 
其 余 的 系数 都 是 0， 对 任 一 了 阶 方 阵 4 记 

NA supue Erintiel|H A 
又 记 
En [. Nexp(—sC))ds+ [Crenpl —sC Dads. 


由 于 C- 及 C+ 的 特征 根 实 部 都 <0 及 >0, 这 里 的 无 穷 积 分 都 存 
在 ， 显 然 s* 之 0. 

定理 (Grobman-Hartman) 上 述 方程 组 (*)? 是 结构 稳定 的 。 

证 只 须 证 明 下 述 (i) 一 (iv), 其 中 我 们 考虑 (*) 的 、 任 一 给 
定 的 扰动 方程 组 《*); 如 上 ， 

《li 对 应 于 每 一 #€ E"， 存 在 唯一 的 点 A/Kw)¢ 王 ”使 

spret—wm) st 1 #4) 一 st, AI) < 0. 
Kii) Ar 给 出 一 满 决 射 E* 一 5”, 它 保 相 ( 芭 AKCzt xz)) 一 
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stA)))， 且 是 一 《rsx)- 瑞 射 
supuegs|AfCz) — ll < Tex, 
《iii》 Ar 可 由 Grobman 公式 


Ai(r) = wo— | fziCsy H))T_expC—sC Yds 


十 [fC ss 2) 4 ep —sC Ys, we Ek" 
给 出 。 
(iv) 若 f 具 有 Lipschitz 常数 < 1/sx, 则 Ay 是 一 拓扑 变 
换 。 
事实 上 ,就 式 子 


At z 近 ta ) = zt, 2) 一 证 fz sy ity _exPp(- 一 5C dr 


本 1. f(z ss zit #4))T exp —sC)ds 
= zf #) 一 § 凡 fxs 4)) _exp(—sC as )expC1C) 


十 (fx ziC ss #) NF} expl 一 :C)drjexp(zC) 


两 端 对 上 取 微 商 ， 即 看 出 Aj(zj(t，w)) 满足 (*)， 由 是 AjCzj(z， 
W)) = z《z, AiKw))。 从 C 的 性 质 可 得 
SUpsecosom) lz #, #) — z(#, w | = suprec we) lz ts # 
—w) 首 < 过 0 
蕴涵 # 一 w*。 又 用 《iii) 也 易 看 出 Ai 是 《rex)- 有 映射。 为 证 
Ar 满 , 考 虑 E" 上 由 
FA(W) = (1 一 2) 十 LACH) WE EAE CO,1» 

给 出 的 ,连接 伍 同 喘 射 及 Ar 的 同 伦 Pi: E* 一 E*。 表 显 地 , 它 可 扩 
充 至 # 维 球 5 一 E*U(c) 上 一 向 伦 有 满足 RM(oo7 一 co。 由 
是 Fi 的 拓扑 度 是 1， 这 葡 涵 Ai 满 ， 故 《〈i) 一 (ii) 成 立 。 

尚 余 证 (iv)， 设 过 1jex。 因 E* 上 一 个 到 其 自身 上 的 单 映 
射 是 拓扑 变换 。 我 们 只 余 证 Aj 单 ,为 此 , 设 相反 地 有 某 mw 站 vo E 
E" 使 AI 一 AKz)， 则 
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st) 一 sp 一 个 (Ka 十 oo 
— fzilst vo))H_exp(—sC )ds 
— [Css +t 1 4)) 


— flgs 十 1 00)) Tr exp —sC )ds, 
从 而 若 置 1 一 supet-ao)]z 所 ttzo) 一 zi ts tm ) 
0<u 和 2r6k 及 1< 扫 人 8 
这 蕴涵 ke。 > 1。 这 是 一 矛盾 ,证 明了 〈iv)。 定 理 还 完 。 
这 证 明 还 表明 了 一 个 值得 一 提 的 事情 :; 这 定理 结构 稳定 叙述 
中 所 需要 的 从 《*)j 到 (*) 相 图 闻 的 拓扑 变换 ,有 如 同 (iii) 中 给 出 
的 解析 表达 式 ， 


(三 ) 
命 如 一 路 (M") 为 M" 上 所 有 的 6 常 徽 系统 和 作成 的 线 
性 空间 , 赋 以 C1! 后 , 给 ”成 为 一 Banach 空间 。 每 一 XE 如 都 
导出 M* 上 一 C! 单 参 变换 群 xz M" 一 M" 一 % 之 1 之 00); 从 
而 导出 M” 的 切 从 上 一 单 参 变换 群 
Dx = dpx:E — UY FE CE, L110 


(其 中 名, 表 M*" 在 * 处 的 切 空间 )， 记 这 = 人 2 Xx( 一 %， 
00) X 密 ， 命 
GR 
由 BCX, 14) 一 Bxs(w)》 给 出 。 又 每 一 Xe 多 也 都 在 它 的 共 统 
从 
Dx =— U Dr, 
《其 中 Mx 一 {ze M"1NXCx) 上 > 0},， Bx, = {ue€é ,|X (x), 
zx》 一 0}) 上 导出 一 单 参 变换 群 
xi 一 2 一品 < 天 co 
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即 ; 若 x€ 多 xs， 则 xxxw) 是 xslx) 在 红 sxxe 上 的 垂直 投 
影 。 命 
H: TT~— {Xiu)E Ive Dx} 
由 HCX,tsw) 一 xLw) 给 出 。 下 述 的 简单 命题 对 我 们 普遍 有 用 
《例如 在 第 三 \` 五 章 中 )。 
命题 8 及 下 分 别 在 作 及 T 上 连续 ， 
证 明 可 在 [1 第 13 一 14 页 ] 中 发 现 ,是 初等 的 .为 读者 方便 , 略 
述 如 下 , 命 QU, 及 ,分 别 为 M' 的 2- 标 架 从 及 正 交 2- 标 架 
从 ， 又 对 于 XE 命 
Dri > WE: Rr Fy OORT 
为 单 参 变换 群 ， 分 别 由 Bxs(zw， 声 ) 一 《Dxi (my)， BxKtw)) 及 
Xxs(8) 一 x@x.(8) 给 出 , 其 中 = 是 映射 : bi ,~ .六 ;， 它 把 每 一 
YE WU 按 Gram-Schmidt 手续 正 交 化成 x(7). 联 
Bd, HR X(—0,0)X WU, WU,, 
XX. X【 一 so:c)] X Fi Fy 
分 别 由 BCX,1,8) 一 Dx(8),XC(X,1,8) 二 Xx(8) 给 出 . 因 多 XX， 
t= BX, rt,8), 而 由 (KX, 8) = CK, is (Xx), x)) 对 于 
03n€ 多 x 给 出 括 人 TT 一 慨 X (一 00,00)X 1， 且 
HCOXyI, H) 一 projsC X,1, 1), 
所 以 要 证 玉 连 续 , 内 余 证 xX 连续 ,也 只 余 证 $$ 连续 , 由 是 也 只 余 证 
及 连续 ， 
由 于 全 (和 人 (和 9 4)) 一 BCX,s 十 t,#) 恒 成 立 , 要 证 $ 在 一 
点 《Xosto, z) 处 连续 ， 我 们 不 妨 设 充分 小 ,从 而 可 在 M* 的 局 
部 坐标 卡 上 ,用 常 微分 方程 组 的 通常 性 质 来 完成 证 明 ， 


(四 》 


受 典 范 方程 组 研究 的 启发 ,得 出 阻碍 集 。 今 解释 这 过 程 如 下 ， 
先 回 顾 第 二 章 $3 中 提 到 的 有 关 线 性 方程 组 的 一 些 性 质 。 考虑 一 
线性 方程 组 | 
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全 一 z 有 (四 一 co L100 = (C2, 0, rE EP, (水 )》 
1 


其 中 了 (CD 一 (90) 是 ? 阶 三 角 式 方 阵 ,其 对 角 线 以 上 的 系数 部 
是 零 ,B(5) 对 :+ 连续 , 且 在 (一 cc，,00) 上 有 界 
SUpeet oo ty (CBO) < co。 
记 1,w) 为 《*) 的 解 使 C0, #) 一 站 
我 们 将 称 ( 米 ) 对 于 本 的 一 直 和 分 解 
Er FE._.@EL, 
及 常数 ,二 0,4d1 之 0 在 《0,co) 上 具有 任 质 《P,), 如 果 
(二 pool < ECGs, ojlexzpCnz) 
对 所 有 的 (sw)E《0，00)X EE_ 及 1 实 dd， 
ECs, ON < EC + #, wexpCmr) 
对 所 有 的 《su)E《0，o0) X E414 及 1 之 dl. 


我 们 将 称 (本 ) 对 于 {1，2，:…，p} 的 一 子 集 7- 及 常数 nw 过 0， 
4 之 0 在 《0,oo) 上 具有 性 质 《〈P,), 如果 


1 
. | 六 0 十 门 必 二 六 对 所 有 iE 41 守 0 及 T> di 


. 
pe | Bis 十 1)dr 之 一 my 对 所 有 i € fly2 pg 一 y-， 


0 及 TT2 
从 第 二 章 53 中 所 述 ,我 们 有 


命题 方程 组 (六 ) 对 于 Be 的 一 直 和 分 解 E: 一 E_ 旬 E+ 在 
《0, co) 上 具有 性 质 《P,》 的 充 变 条 件 是 它 对 {1,2,…,p} 的 一 
子 集 7 在 《0, co) 上 具有 性 质 (Ps)， 在 这 条 件 下 ，dim E， 必 
等 于 7_ 中 所 含 整数 的 个 数 , 并 且 , 若 了 不 €7., 则 巨 _ 包 含 在 E? 的 
超 平面 z* 一 0 内 ， 

这 命题 叙述 了 有 关 线 柱 方程 组 的 一 个 简单 的 性 质 ， 如 果 把 这 
性 质 应 用 到 通常 所 指 的 常 微 系统 的 双 曲 集 上 , 会 引出 什么 结论 
呢 9 考虑 M* 上 一 任 给 的 C! 常 微 系统 5 及 它 的 一 个 不 含有 奇 点 
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的 双 曲 集 4。 著 起 对 于 5 来 说 的 从 
DU ZF Us. 


(其 中 多 一 多,M = Ms, 多 .一 Ds 如 (三 ) 中 所 给 ), 单 参 变 
换 群 (= 四 s): 才 一 多 及 og -< 0) 以 及 
对 任 一 se ,a € A) 来 说 的 , 5 以 4 为 基 的 线性 化 方程 组 


全 一 zy 人 (Do 一 oo ZE, ze FE"! ( 久 ,) 
+ 


等 如 同 第 二 章 $1 中 的 。( 龟 /) 是 一 方程 组 ,类 同 于 上 面 的 (#* ). 因 
A 是 双 曲 的 ,用 第 二 章 $1 中 提 到 的 关于 ( 灵 ,) 的 解 的 几何 解释 , 即 
看 出 (名 。) 对 于 E*-! 的 一 直 和 分 解 具 有 上 面 所 述 的 性 质 ( 了 1). 由 
量 气 上述 命题 ,对 于 某 数 1 二 0 及 d, 之 0 来 说 的 不 等 式 
log iiproj. -BrCo)) 一 | wale*O (a) dt 之 —naT 
对 了 之 d。 
或 
log jprojs -er(c) 诈 委 9 对 了 之 

两 者 中 必 有 一 个 成 立 , 且 前 者 蕴 床 

《wsproj。i(e)> 一 0 对 zx6 D_(a), 
其 中 D(a) 一 {1v€ 绝 ,| lim bg) 一 0}， 另 一 方面 , 若 把 这 结 
论 应 用 到 一 8( 它 仍 以 为 双 曲 集 ), 则 可 导出 结论 : 对 茶 数 5 二 0 
及 ds 汪 > 0 来 说 的 不 等 式 

log llproj, 97(e) 宇 9.T 对 TE 一 ds 
log lproi,_B7rCo)| < 一 人 对 Td 

两 者 中 必 有 一 成 立 , 且 前 者 蕴涵 

《ayproj Ka)> 一 0 对 weé D(a), 
其 中 Do) 一 eB tm le 人 Co 一 0}. 

但 是 双 曲 集 ， 多 ,一 D_(a) 儿 Ds;(z)， 天 
log llprojs-i:8.Ca) 之 — nat 对 tf ds 
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及 
log |proj, :8,C 0)!| 之 al 对 时 < 魏 一 de 

这 两 个 不 等 式 不 能 同时 都 成 立 ( 对 任意 的 ce 鲍 。 及 ce 4)。 换 言 

之 , 车 考虑 多 及 多 * 上 的 单 参 变换 群 划一 co < * < co ) 如 同 

文 第 三 和 第 四 章 中 , 则 也 就 不 能 有 we 绍 14;jl 一 1， 使 
gx) 关 工 对 所 有 +E( 一 0,20). 

这 就 是 导 至 我 们 后 来 探讨 M* 的 子 集 

{oC(u)€ Meate B#* ,Nal — 1 infec eyol,Cu)} 
的 由 来 ， 这 里 oC(w) 表示 4 是 M' 在 点 olw) 处 的 切 向 量 。 这 个 
集合 后 来 称 作 与 4 相 联系 的 阻碍 集 , 记 作 06&C3》, 


《五 》 


在 第 五 章 $5 及 第 六 章 $5 中 还 有 别处 均 涉 及 到 所 谓 准 双 曲 轨 
弧 。 这 个 上肢 念 原 见 [8] 中 。 一 任 给 的 Se 绍 ” 导 出 单 参 变换 群 
p=$s): M” 一 M"( 一 00 之 1 < 之 009) 及 5 的 共 恩 从 上 一 单 
参 变 换 群 4 : 氏 王 约 (一 0 二 :< 0》 如 前 所 述 , 对 1€《0,00) 
及 弥 , 的 一 子 线性 空间 E(x M)。 记 


SUPpue Eslluti=i{ log [wu) ll}, 若 dim E > 1 ， 
-C1 ED) | 
一 co 若 dim E 一 0， 
infye gtiwie{ ioglw(x)}， 若 dim E 完 1， 
n+Cts 上 ) 一 。 
co 车 dim 互 一 1 


任 给 数 “ 盖 0,e > 0 及 一 整数 9€ 《0,n 一 12>， 我 们 称 3 的 

一 个 时 长 为 了 的 轨 红 
口 一 {i(Ce)lreK0T > ,aE M,0<T 了 < 一 oo 
是 3 就 急 , 的 一 直 和 分 解 
DZ,— N_(o DN:(a) 
来 说 的 一 必 ,e59) 准 双 曲 轨 弧 , 如 果 dimN_(a) 一 g, 且 <0, 了 T》 
有 一 分 割 
0=0 1 一 Tm>1 

满足 一 友人 入。 对 二 1,2,*'*',m， 且 使 得 对 于 太一 1， 
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2 ` ,mm 恒 有 


Lb (NC) < tt, 


Ha jal 


es Ed 


fm 
且 
RGF Hi, CNG))) 一 9 下 84 一 Hs bi CNCa))) 
这 {2 < ft-1)5, 

《 注 ; [8, 第 1 一 2 页 ] 中 所 人 拭 述 的 准 双 上 则 轨 弧 、 形式 与 这 里 微 有 不 
同 、 彼 处 所 指 的 (6 、e; 9) 准 双 曲 轨 弧 将 是 这 里 的 (5 ce; 9) 淮 双开 
轨 驱 对 于 上 一 AL 十 ee)。 为 了 方便 起 见 ， 我 人 采用 了 这 里 的 叙 
述 形式 .) 

取 定 M" 和 安 上 的 拓扑 度量 分 别 为 m 及 pt。 记 鹃 一 {xe 
富川 不 一 1}、 这 是 M" 的 切 球 人 从， 对 任 一 天 CC 家 及 任 一 数 8 > 
0， 记 DCK,5) 为 天 在 多 中 就 m 来 说 的 5- 邻 域 ， 

准 双 曲 轨 弧 的 人 性质 对 我 们 有 用 的 是 一 个 关于 周期 轨道 存在 的 
定理 

定理 设 F 是 M” 中 一 闭 子 集 ， 不 含有 5 的 奇 点 。 任 给 数 
> 0,e 之 0 及 5 >> 0， 则 存在 对 应 的 数 8* > 一 0 及 Tr > 。 使 
得 只 要 $ 有 一 轨 弧 

O = {pare C0,TY)ECF, TA ST <%, 
它 对 多 ,的 一 直 和 分 解 多 。 一 N_(a)BN4Ca) 来 说 是 一 (5, ce;4g) 
准 双 曲 轨 弧 ，94 > 0, 且 满足 
pAN_CaDNEUCNANNG, 60), 
即 有 5 的 一 周期 轨道 P 过 菜 一 点 5 € MM 以 及 《0, 了 >》 上 一 连续 的 
严格 递增 范 数 24*)s 00) 一 0， 使 
pantd) = Bb, pl BAa), Fould)) Te 对 所 有 ?EC0: 7)。 
这 个 定理 原 见 于 [8]j。 它 的 一 推广 形式 是 [91 中 的 定理 5.5。 
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(六 ) 


微分 动力 系统 理论 中 一 个 基本 问题 是 守 找 多 * 一 统 (M") 
中 的 常 微 系统 结构 稳定 和 8- 稳定 的 特征 性 质 。 对 于 相应 的 离散 
系统 5 明确 地 说 ， 这 里 是 指 由 M" 上 C1 微分 同 胚 所 产生 的 离散 系 
统 ) 也 有 同样 的 问题 。 对 于 一 离散 系统 f 来 说 ,Smale 先 证明 向- 
稳定 的 充分 条 件 是 它 满足 公理 A 和 无 环 性 ,后 来 Robbin-Robinson 
又 证 明了 结构 稳定 的 充分 条 件 是 它 满足 公理 & 和 强 匀 断 性 。 进 一 
步 ，Pugh-Shub 和 Robinson 又 分 别 证 明 ， 同 样 的 条 件 对 于 常 微 
系统 的 8- 稳 定 和 结构 稳定 也 是 充分 的 。 关 于 这 些 进展 的 历史 ,可 
参看 第 七 章 或 [10]。 猪 想 这 样 的 充分 性 条 件 也 是 必要 的 ， 这 就 是 
所 谓 稳 定性 推测 。 最 过 ，Mafit9 和 Palisea 验证 了 离散 系统 的 
稳定 推测 。2 维 常 维系 统 稳 定 推 测 成 立 , 见 M，Peixoto 二 十 多 年 
前 的 工作 中 ,但 现时 ， 要 对 诬 维 常 维系 统 在 这 方面 得 出 完备 的 结 
论 , 距 离 尚 颇 遥 远 ， 

如 所 周知, 在 稳定 性 及 一 些 相 关 问 题 的 研究 中 , 常 微 系统 的 结 
果 弟 可 通过 狂 扩 的 办 法 直接 导出 离散 系统 的 结果 。 但 反 过 来 ， 适 
用 于 离散 系统 的 办 法 不 是 总 容易 引 捉 到 常 微 系统 这 一 情况 ， 这 原 
故 除开 后 者 有 其 更 复杂 上 坚 的 一 而 外 《因为 常 微 系 统一 般 不 能 由 扭 
扩 的 办 法 来 得 到 , 且 可 能 有 奇 点 ), 还 有 如 下 所 述 的 不 同 ， 技 术 上 ， 
有 所 谓 常 徽 系 统 族 乳 # 一 邑人 M)C 有 8 ( 岂 [131), 相 应 地 有 
所 谓 微分 同 胚 族 名 * 一 2 《CM*)CDifKM") ( 见 [141)。 如 所 
知 ，. 多 +* 中 一 离散 系统 的 周期 点 集 在 其 非 游荡 集中 稠密 。 但 相 
应 的 结论 对 于 . 乳 -* 中 的 常 微 系统 不 一 定 再 成 立 ， 如 果 这 系统 有 
奇 点 的 话 " 纪 ;如 果 这 系统 没有 奇 点 , 则 相应 的 结论 是 否 成 立 在 目前 
尚 是 一 难题 。 看 第 六 章 ,$6 及 [14, 第 508 页 ] 关 于 这 方面 的 评述 ; 
前 者 提 到 用 阻碍 集 和 由 它 派生 四 来 的 极 小 歧 变 集 的 一 个 理由 . 

用 这 类 集合 的 性 质 来 探讨 常 微 系统 的 稳定 性 问题 也 显得 方 
便 ， 例 如 ,第 六 章 末 叙述 了 一 个 有 关 3 维 常 微 系统 的 结果 ,用 极 小 
歧 变 集 和 . 受 * 的 性 质 很 容易 推导 得 出 。 从 而 ; 若 5€ 绍 《CM’) 无 
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奇 点 , 则 它 缚 稳定 当 县 仅 当 36 .有 *(M')。 这 有 一 定 兴 赴 , 因 为 它 
与 当前 大 家 普遍 关注 的 浑 王 《chaos) 问题 有 关 《 苑 [1617。 阻 碍 
集 是 我 们 工作 中 的 重要 工具 , 它 不 仅 已 经 用 在 第 五 ,六 、 八 章 有 关 
常 微 系统 的 稳定 性 研究 中 ， 也 将 继续 出 现在 这 方面 以 后 我 们 可 能 
有 的 进一步 工作 中 。 同 时 ,阻碍 集 ( 或 者 尚 有 它 的 延伸) 也 将 出 现 
在 以 后 我 们 可 能 有 的 ,一 些 另外 方面 有 关 微 分 动力 系统 的 工作 中 ， 
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息 可 综述 如 下 : 

(1) 今年 9 月 上 和 在 日 本 举行 的 一 次 动力 系统 讨论 会 上 ,NAoki 基于 
Maae[ 11]。 给 出 定理 “je FF*( M") 满足 公理 A 及 无 环 性 ?, 简 过 其 证 明 过 
程 ， 推进 了 离散 系统 以 往 的 有 关 结 果 (RB The set of Axiom A diffeomor- 
Phisms with no cycle, Abstracrs, lnternational Conference on Dynamical 
Systems and Related Topics, Nagoya, 1990,1—8), 

《2》 去 年 8 月 中 旬 , 本 节 作 者 站 将 一 篇 题名 为 “obstruction sets, mini- 
mal rambling sets and their applications” 的 综 今 论 文 投 送 到 «二 十 一 也 
纪 中 国 数学 展望 论文 远 集 >( 将 出 版 ”这 论文 $6 含有 关于 3 维 常 向 系统 的 
定理 , 它 用 扰动 中 的 双 曲 奇 点 与 而 期 扫 道 的 稳定 流 形 与 非 稳定 流 形 的 匀 断 相 
交 性 刻 划 弛 (对 >) 中 系统 的 稳定 性 , 简 述 从 阻 届 集 出 发 的 证 明 方 式 。 

《3) 去 年 12 月初, 胡 森 在 一 预 印 本 中 ， 从 [1113 中 有 关 离 艇 系统 扰动 技 
术 的 推广 形式 出 发 ,详细 验证 3 维 常 微 系统 的 结构 稳定 推测 ( 见 Sen Ha, A 
proof of C1! 4tability conjecture for 3 dimensional flows, preprint, BDec. 
1989)。 更 细致 的 讨论 预计 将 变 出 现在 胡 森 的 普 灵 斯 顿 大 学 博士 论 文中 . 

上 述 这些 可 供 常 恰 系统 稳定 性 研究 的 参考 . 


1) 见 Chipese Mathematics into the 21 st Century, Peking Urnivesity 
Piess, 1991y 1— 44, 
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